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1 Bedeutung der allgemeinen Relativitatstheorie

Die allgemeine Relativitidtstheorie wurde zwischen 1907 und 1916 von Albert Einstein
entwickelt und hat das Verstédndnis der Gravitation revolutioniert. Die Aussagen iiber
Raum und Zeit, die Einstein bereits in seiner speziellen Relativititstheorie fiir gleichfor-
mig bewegte Bezugssysteme herausgearbeitet hat, erweitert er darin auf beschleunigte
Bezugssysteme. Mit dieser Theorie hat Einstein astronomische Ereignisse vorhergesagt,
die fiir das Verstindnis unseres Universums von grofer Bedeutung sind. Dazu geho-
ren faszinierende Phénomene wie Gravitationswellen und schwarze Locher [Spektrum,
Gravitationswellen 1998].

Aufserdem gibt es mehrere kosmologische Modelle, die auf der allgemeinen Relativitéts-
theorie basieren und uns Aussagen iiber den Urknall und die Expansion des Universums
ermoglichen. Des Weiteren hat diese Theorie das Mysterium der Periheldrehung des
Merkur aufgeklirt, deren exakte Berechnung erst die Erkenntnisse der allgemeinen
Relativititstheorie zulassen. Auch fiir unserer Alltagswelt ist die allgemeine Relativi-
tatstheorie von grofser Relevanz. Denn ohne Einsteins Erkenntnisse wiren unsere heu-
tigen GPS-Systeme unbrauchbar aufgrund der zu hohen Ungenauigkeit, die klassische

Berechnungen ohne Beriicksichtigung relativistischer Effekte enthalten wiirden.

In der Seminararbeit werden Grundaussagen der allgemeinen Relativitidtstheorie, hiu-
fig mithilfe von Gedankenexperimenten, erldutert. Darauf folgt die Berechnung der
relativistischen Periheldrehung. Durch die Ausarbeitung vieler Zwischenschritte ist die
Berechnung mit Oberstufenwissen versténdlich. Eine Ausnahme bildet die mehrfach
angewandte Taylor-Entwicklung, die im Anhang erldutert wird. Diese Arbeit liefert
auf verstiandliche Art und Weise Einblicke in die Verbindung zwischen Raum, Zeit und
Gravitation — eine Verbindung, die unsere Sicht auf das Universum grundlegend ver-
andert hat, weiterhin unser Verstindnis von den fundamentalen Gesetzen der Natur

erweitert sowie fiir die aktuelle astronomische Forschung von grofer Bedeutung ist.

2 Begriffe und Kernaussagen der allgemeinen

Relativitatstheorie

2.1 Kriimmung der Raumzeit

Die Raumzeit ist bereits aus der speziellen Relativitatstheorie bekannt. Raum und Zeit
sind nicht mehr unabhéngig voneinander, sondern bilden ein Raumzeit-Kontinuum.
Aus dem dreidimensionalen Raum und der eindimensionalen Zeit bildet sich die vierdi-
mensionale Raumzeit. Diese ist flach, wenn keine Materie und Energie vorhanden sind
|[Fischer 2016, S.60].

Bei der allgemeinen Relativitdtstheorie kommt nun hinzu, dass die Raumzeit in Anwe-

senheit von Masse oder Energie gekriimmt ist. Je grofer die Masse oder die Energie-
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menge ist, desto stirker ist die Raumzeit-Kriimmung. Somit ist sie beispielsweise bei

einem schwarzen Loch besonders ausgeprégt.

Abbildung 1: Raumzeit-Kriimmung der Erde [scinnexx-Wissensmagazin 2019).

Wie Abbildung 1 zeigt, kann man sich die Raumzeit auch vereinfacht wie ein zweidi-
mensionales Gitter vorstellen, das in Anwesenheit von Energie oder Masse, in diesem

Beispiel der Erde, nach unten gedriickt, also gekriimmt wird.

Die Geometrie in der gekriimmten Raumzeit unterscheidet sich von der Geometrie auf
euklidischen, also ebenen Flichen. Der flache Raum ist so definiert, dass die kiirzeste
Verbindung zwischen zwei Punkten immer eine Gerade ist. In der gekriimmten Raum-
zeit ist die kiirzeste Verbindung im Allgemeinen eine gekriimmte Linie. Daraus resul-
tiert, dass die Winkelsumme eines Dreiecks in der Raumzeit-Kriimmung nicht mehr
180 Grad betrigt, sondern immer dariiber oder darunter liegt. Ein anderes Beispiel
ist, dass sich auf einer ebenen Fliche zwei parallele Geraden niemals schneiden. Auf
einer gekriimmten Oberfliche jedoch kénnen sich zwei Geraden, die zundchst parallel
laufen, schneiden. Allein anhand dieser Beispiele wird deutlich, dass in der gekriimm-
ten Raumzeit neue Regeln gelten [Gabner und J. Miiller 2022, S. 226-231], [Spektrum,
Raumzeit 2014].

2.2 Gravitation
2.2.1 Der Newtonsche Gravitationsbegriff

Newton beschreibt in seinem Gravitationsgesetz, dass alle Korper, die eine Masse besit-
zen, eine anziehende Gravitationskraft auf alle Korper ausiiben, die ebenfalls eine Masse
besitzen. Dabei iibt der Kérper, auf den eine Kraft ausgeiibt wird, laut dem Wechsel-

wirkungsgesetz eine entgegengesetzt orientierte, betragsmébig gleich grofe Kraft auf
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den anderen Korper aus. Diese Anziehungskraft ist abhéngig von den Massen und dem
Abstand beider Korper. Sie lasst sich mit der Formel
G- miq - Mo

e =
r2

berechnen. Dabei ist G = 6,673 - 10_111{?; die Gravitationskonstante, m; und msy die
Massen der Korper, die eine gegenseitige Gravitationskraft Fy; aufeinander ausiiben,
und 7 der Abstand der beiden Massenmittelpunkte [Leifi Physik 2019].

2.2.2 Neue Definition der Gravitation durch Einstein

Newton hat die Gravitation also als Kraft betrachtet. Einstein hingegen bezeichnet die
Gravitation als geometrische Eigenschaft. Wie bereits im Obigen dargestellt, ist die
Raumzeit in Anwesenheit einer Masse bzw. Energie gekriimmt. ,In dieser gekriimmten
Raumzeit gibt es keine Raumzeitgeraden mehr, ebenso wenig wie es auf der Oberfliche
einer Kugel Geraden gibt. Es gibt lediglich Geodéten, geradestmogliche Raumzeitge-

raden” [Einstein Online, Gravitation 2010].

Befindet sich nun ein Objekt in der Ndhe einer Zentralmasse, dann bewegt es sich auf
den geradestmoglichen Bahnen in der Raumzeit, die durch die Masse gekrimmt ist.
Nahert sich beispielsweise eine Masse der FErde an, bewegt sich das Objekt im Raum
nach dieser Krimmung, da dies die geradestmogliche Bahn ist. Auf diesen Bahnen
bewegen sich zum Beispiel die Planeten in unserem Sonnensystem. Die Gravitation ist

laut Einstein also keine Kraft, sondern das Resultat der Kriimmung der Raumzeit.

Dieses Phinomen kann man sich auch mit einem Fufball vorstellen, der auf eine in der
Luft gehaltene Decke gelegt wird, wodurch eine Delle entsteht. Wird nun ein Tennisball
auf ein Ende der Decke gelegt, rollt er zum Fufsball, da er der Kriimmung folgt. Hatte
der Tennisball eine bestimmte Anfangsposition und eine bestimmte Geschwindigkeit
tangential zum Fukball, wiirde er sich auf einer Ellipsenbahn um den Fufball bewegen,

analog zu einem Planeten und der Sonne [ebd.].

2.3 Lichtablenkung im Gravitationsfeld

Newton hat zu Beginn des 18. Jahrhunderts in seiner Gravitationstheorie behauptet,
dass Gravitation denselben Einfluss auf Lichtteilchen hat wie auf Materie. Der Astro-
nom Johann Georg von Soldner berechnete ein Jahrhundert spéter die Lichtablenkung
anhand der Lichtstrahlen eines weitentfernten Sterns, welche die Raumzeit-Kriimmung
der Sonne durchlaufen. Der berechnete Wert, der auf der Newtonschen Mechanik ba-
siert, lag bei 0,9 Bogensekunden. Dieses Ergebnis wurde damals aufgrund mangelnder

technischer Moglichkeiten nicht weiter {iberpriift.

Anfang des 20. Jahrhunderts hat Einstein vorhergesagt, dass Licht am Sonnenrand

um das Doppelte des Newtonschen Wertes abgelenkt wird. Einsteins Behauptungen
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wurden anhand weiterer Berechnungen und vieler Experimente schlieflich bestatigt.
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Abbildung 2: Lichtablenkung im Gravitationsfeld der Sonne [Einstein Online, Verbo-
gene Lichtstrahlen 2010]

Die Lichtablenkung basiert auf den Aussagen, die in den vorherigen Kapiteln dar-
gestellt wurden. Wenn ein Lichtstrahl die Raumzeitdelle eines massereichen Objekts
durchquert, wird er um einen bestimmten Winkel o abgelenkt. Je ndher das Licht dem
Korper kommt, desto stiarker ist die Ablenkung. In Abbildung 2 durchlaufen Licht-
strahlen die gekriimmte Raumzeit der Sonne, wodurch ein Teil dieser abgelenkt wird.
Die Lichtstrahlen, die sich unmittelbar am Sonnenrand befinden, werden stérker ab-
gelenkt als die, die weiter von der Sonne entfernt sind. Der Grund dafiir ist, dass die

Raumzeit in der Ndhe des Objekts stérker gekriimmt ist als weiter weg.
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Abbildung 3: Gravitationslinseneffekt [DLR 2011]

Eine wichtige Anwendung der Lichtablenkung im Gravitationsfeld ist der Gravitations-
linseneffekt, der in Abbildung 3 dargestellt ist. Darauf ist eine Lichtquelle, beispiels-
weise ein Stern, zu sehen, dessen Lichtstrahlen das Gravitationsfeld eines schweren

Objekts, beispielsweise das der Sonne, durchlaufen. Nur aufgrund der Lichtablenkung



sieht der Beobachter auf der Erde die Lichtstrahlen des Sterns. Vor der Entdeckung
der allgemeinen Relativitdtstheorie hat man gedacht, dass die Lichtstrahlen von Ster-
nen stammen, die in der Abbildung als ,scheinbarer Ort der Quelle* dargestellt sind.
Durch Einsteins Theorie wurde allerdings deutlich, dass die Lichtstrahlen nur von ei-
nem einzigen Stern stammen, der sich hinter dem Objekt befindet [Einstein Ounline,
Lichtablenkung durch Gravitation 2010].

Dieser Effekt kann beispielsweise dazu genutzt werden, schwarze Locher nachzuweisen.
Bei einem schwarzen Loch ist die Masse so stark komprimiert, dass sich nichts ih-
rer enorm grofen Gravitationskraft entziehen kann. Somit kann jedes Licht, das in ein
schwarzes Loch trifft, ihm nicht mehr entkommen, weshalb hinter dem schwarzen Loch,
also bei dem Beobachter, kein Licht sichtbar sein sollte. Der Grund, dass Lichtstrahlen
sichtbar sind, ist, dass das schwarze Loch die Raumzeit kriimmt, das Licht dieser Kriim-
mung folgt und somit Lichtstrahlen bei dem Beobachter ankommen. Dieses Erkenntnis
ermoglichte die Entdeckung schwarzer Locher [RND 2021].

Abbildung 4: Einstein-Kreuz, verursacht durch den Gravitationslinseneffekt |Einstein
Online, Verbogene Lichtstrahlen 2010]

Wenn das Licht einer Hintergrundquelle durch ein massereiches Objekt abgelenkt wird,
kann der Beobachter auf der Erde ein Einstein-Kreuz wie in Abbildung 4 sehen, bei
dem das Licht der Hintergrundquelle in mehreren Bildern um das massereiche Objekt
herum angeordnet wird. Es handelt sich also nicht um ein Bild mit vier verschiedenen
Sternen, sondern um das Bild von ein und demselben Stern [Einstein Online, Verbogene
Lichtstrahlen 2010].

Wenn die Hintergrundquelle, das massereiche Objekt und der Beobachter ideale Aus-
richtung und Gestalt besitzen, kann man statt dem Einstein-Kreuz einen Einstein-Ring
wie in Abbildung 5 beobachten. Gibt es auch nur geringe Abweichungen der perfek-
ten Ausrichtung, erscheint der Einstein-Ring unvollstindig [Spektrum, Einstein-Ring
2014].



Abbildung 5: Einstein-Ring, verursacht durch den Gravitationslinseneffekt |Fischer
2016, S. 80|

2.4 Aquivalenzprinzip als geometrische Beschreibung der

Gravitation

Um ein weiteres zentrales Prinzip der allgemeinen Relativitétstheorie zu verstehen,

wird folgendes Gedankenexperiment durchgefiihrt:

® [ o

aQ0 v LU lg

a) beschleunigtes System b) ruhendes System

Abbildung 6: Aquivalenzprinzip [Gakner und J. Miiller 2022, S. 221]

In Abbildung 6 ist auf dem linken Bild eine Rakete dargestellt, die sich in einem gra-
vitationsfreien Raum befindet und mit a = 9,817 senkrecht nach oben beschleunigt.
Die Person in der Rakete lasst zwei Bille fallen, die die gleiche Masse haben und somit
gleichzeitig auf den Boden fallen, da der Raketenboden auf die Bélle zu beschleunigt.
In dem rechten Bild befindet sich eine Person in einer ruhenden Rakete im Gravitati-
onsfeld der Erde und lisst ebenfalls zwei gleich schwere Bélle fallen, die wiederum kurz

darauf zu Boden fallen. Man kann rein aus der Beobachtung der zum Raketenboden
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beschleunigten Balle nicht unterscheiden, ob man sich in der nach oben beschleunigten
oder in der ruhenden Rakete befindet, da in beiden Fillen die Bélle zur gleichen Zeit auf
dem Boden landen. Somit sind die beiden Szenarien einander fquivalent. Das Aqui-
valenzprinzip besagt also, dass man zwischen Gravitation und Beschleunigung nicht

unterscheiden kann.

Nun stellt man sich vor, dass man sich in einem Aufzug befindet und der Ball und man
selbst schwerelos ist. Allein anhand dieser Information kann man nicht entscheiden, ob
man sich in einem Gravitationsfeld befindet oder nicht. Denn es kénnte sein, dass der
Aufzug im Gravitationsfeld der Erde mit Erdbeschleunigung nach unten beschleunigt,
sich also im freien Fall befindet. Somit fiihlt man sich schwerelos, man spiirt demnach
keine Schwerkraft mehr, obwohl man sich in einem Gravitationsfeld befindet. ,Mit
keinem Experiment, anhand keines physikalischen Gesetzes, so postulierte er [Einstein|,
kann man feststellen, ob man sich beispielsweise im gravitationsfreien Raum oder in
einer fallenden Kabine im Schwerefeld befindet® [Einstein Online, Aquivalenzprinzip
2011]. Die Tragheitskraft in einem beschleunigten Bezugssystem ist also dquivalent zur
Schwerkraft in einem Gravitationspotential [Gakner und J. Miiller 2022, S. 220-221],
[Bartelmann und A. Miiller 2022, S. 36-37], [Einstein Online, Aquivalenzprinzip 2011].

Aus dieser Erkenntnis ergibt sich das starke oder auch das sogenannte Einstein’sche
Aquivalenzprinzip, das wie folgt lautet: ,In jedem frei fallenden Bezugssystem gelten
dieselben physikalischen Gesetze, wie sie auch in der gravitationsfreien Physik gelten
[...]“ |ebd.].

Das schwache Aquivalenzprinizip hingegen besagt, dass zwei Korper am gleichen Ort
unabhéngig von deren Masse gleich schnell zu Boden fallen, vorausgesetzt, jegliche Rei-
bungskrifte werden vernachlissigt. Der Grund hierfiir ist, dass die trige Masse und die
schwere Masse fiir jede Materie exakt iibereinstimmen. Die schwere Masse ist die Mas-
se, die wir im alltdglichen Leben als Gewicht bezeichnen. Sie ist dafiir verantwortlich,
dass ein Korper beschleunigt zu Boden féllt. Die trage Masse hingegen widersetzt sich

dieser Bewegung [Fischer 2016, S. 53-55|, [Einstein Online, Aquivalenzprinzip 2011].

Bisher wurde das Aquivalenzprinzip vereinfacht dargestellt. Denn Gravitation und Be-
schleunigung sind nur in einem homogenen Gravitationsfeld zwei dquivalente Grofen.
Dort werden Korper tatsichlich gleich stark und in die gleiche Richtung beschleunigt.
In der Realitdt sind jedoch alle Gravitationsfelder inhomogen. In Abbildung 7 befindet
sich eine Rakete in einem Gravitationsfeld. Die Person in der Rakete lasst zwei Balle
fallen, die jedoch bei genauerem Hinschauen nicht parallel zueinander zu Boden fallen,
sondern sie ndhern sich leicht an, da die Gravitationskraft zum Erdmittelpunkt gerich-
tet ist. Das ist der sogenannte Gezeiteneffekt. Durch ihn kann man feststellen, ob man
sich in einem Gravitationsfeld oder in einem gravitationsfreien Raum befindet [Gafner
und J. Miiller 2022, S. 222].

Das aus dieser Erkenntnis verbesserte Aquivalenzprinzip lautet wie folgt: ,In jedem frei

fallenden Bezugssystem gelten dieselben physikalischen Gesetze wie in der Speziellen



Relativitédtstheorie [,] solange Gezeitenkréfte vernachléssigt werden konnen“ |Einstein

Online, Aquivalenzprinzip 2011].

Mittelpunkt
Erde

Abbildung 7: Gezeiteneffekt [Gafner und J. Miiller 2022, S. 222]

Um Gezeitenkréfte vernachldssigen zu konnen, hat Einstein einen Trick angewendet:
Wenn man das Gesamtbild so verkleinert, dass der Boden, auf dem die Rakete steht,
nicht mehr als Kugeloberfliche, sondern als lokal ebene Fliche angesehen werden kann,
und somit die Bélle so nahe zusammen zu Boden fallen, sodass sie parallel fallen, sind
die beiden Szenarien wie in Abbildung (6) dargestellt wieder identisch [Gakner und J.
Miiller 2022, S. 222-223).

2.5 Erkldrung der Einsteinschen Feldgleichungen

Ebenfalls sehr elementar in der allgemeinen Relativititstheorie sind die Einsteinschen
Feldgleichungen. Sie dienen dazu, die Gravitation mathematisch mithilfe von sogenann-
ten Tensoren zu beschreiben. Der Vorteil eines solchen Tensors ist, dass er (im Falle
eines symmetrischen Vierer-Tensors) zehn Gleichungen ersetzt; somit stellt er eine grofe
Erleichterung in der Mathematik dar. Mithilfe von Tensoren kann man das Verhalten
der Kriimmung von jedem beliebigen Punkt aus in alle sechs Raumrichtungen beschrei-
ben, also oben, unten, links, rechts, vorne und hinten. Da ein Tensor in der allgemeinen
Relativitdtstheorie zehn Eintrdge hat, bleiben noch vier Eintrage fiir die Zeit und Er-
haltungssétze iibrig. In Abbildung 8 ist ein metrischer Tensor 7,; dargestellt. Da der
metrische Tensor 7;; symmetrisch beziiglich der Hauptdiagonale ist, konnen die Ein-

trage links unterhalb der Hauptdiagonalen auch weggelassen werden. Statt der Nullen
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und Einsen konnen auch andere Eintrdge der Raumkriimmung entsprechend stehen.
Man schreibt also eine Gleichung hin, die fiir zehn individuelle Eintrdge verstanden

wird.

-1 0 0 0
g 1 80
=10 0 1 o0
o R B

Abbildung 8: Beispiel fiir einen Vierer-Tensor [Gafiner und J. Miiller 2022, S. 238§]

Die gesamte Idee der allgemeinen Relativititstheorie kann in einer Feldgleichung be-

schrieben werden, die wie folgt lautet:

Dabei dient der Einsteintensor G, zur Darstellung der Kriimmung, er beschreibt also
den Weg der Masse. In ihm sind die Informationen des symmetrischen Vierer-Tensors
verarbeitet. Der Energie-Impuls-Tensor 7}, beeinflusst die Kriimmung und beinhaltet
jede Form der Energiedichte, also Masse, Druck und Energie. Multipliziert wird der
Energie-Impuls-Tensor mit der Einsteinschen Gravitationskonstante Bz—f, wobei G die

Gravitationskonstante und ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist.

Mit dieser Gleichung hétte Einstein auf die Expansion des Universums und den Be-
ginn des Universums in einem Urknall schliefen kénnen. Stattdessen hat er jedoch die
Konstante A eingefiihrt, da er damit die Statik des Universums sicherzustellen glaubte.

Die verdnderte Feldgleichung lautet dann:

817G

Gl“/ + Aguy = 7 : Tul/

Durch die kosmologische Konstante A kann die Energiedichte des Vakuums beschrie-
ben werden. Durch die Multiplikation mit dem metrischen Tensor g, wird der zweite
Summand ebenfalls zu einem Tensor |Gafner und J. Miiller 2022, S. 233-241|.

Einstein hat im Nachhinein bereut, die kosmologische Konstante eingefiihrt zu haben.
Dabei hétte er den Term nur anders begriinden miissen. Mittlerweile ist der zusétzliche

Term als korrekt anerkannt [Fliefbach 2016, S. 328].

Statt des Einsteintensors kann man auch R,, — %gWR schreiben. R, ist der Ricci-
Tensor, g, ist der metrische Tensor und R der Ricci-Skalar |Gafner und J. Miiller
2022, S. 233-241|.

Was man aus der Einsteinschen Feldgleichung lernen kann, beschreiben Gafsner und

Miiller folgendermafien: ,Die Verteilung der im Raum vorhandenen Energie sagt dem
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Raum, wie er sich zu kriimmen hat, wogegen die Kriimmung des Raumes bestimmt, wie
sich die Dinge zu bewegen haben. Dieses Wechselspiel bestimmt unsere Welt* [Gafner
und J. Miiller 2022, S. 239].

2.6 Zeitdilatation in einem beschleunigten System

2.6.1 Erlduterung der gravitativen Zeitdilatation

QR4
aaa

Abbildung 9: Zeitdilatation am Beispiel einer Rakete zu verschiedenen Zeitpunkten
[Gafner und J. Miiller 2022, S. 250]

Um die Zeitdilatation in einem beschleunigten System zu verstehen, wird folgendes
Gedankenexperiment gemacht: In Abbildung 9 ist eine Rakete, die sich im gravitati-
onsfreien Raum befindet, zu verschiedenen Zeitpunkten dargestellt. In der Rakete sind
an der Spitze und am Boden der Rakete jeweils eine Uhr angebracht, die synchronisiert
sind. Jede Sekunde schicken die Uhren ein Zeitsignal an die jeweils andere Uhr. Die
linke Rakete wird nicht beschleunigt, somit vergeht die Zeit fiir beide Uhren gleich

schnell.

Nun wird das Triebwerk der Rakete angeziindet, sie wird also beschleunigt. Dabei wer-
den die Zeitsignale weiterhin gesendet. Zunéchst wird nur die Situation aus Sicht der
unteren Uhr betrachtet. Da die Rakete nun nach oben beschleunigt, haben die Photo-
nen, die von der oberen Uhr ausgesendet werden, eine etwas kleinere Strecke zuriick-
zulegen als vor der Ziindung, denn die untere Uhr fliegt der oberen Uhr nun entgegen.

Somit kommt das Zeitsignal schneller an der unteren Uhr an als zuvor. Aus Sicht der
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unteren Uhr geht die obere Uhr also schneller. Beim nichsten Zeitsignal befindet sich
die Rakete wieder ein wenig weiter oben. Aufgrund der gleichméfigen Beschleunigung
ist der Wegunterschied nicht genauso grofs wie beim vorherigen Zeitsignal, sondern
noch grofer. Die untere Uhr registriert also wieder, dass das Zeitsignal schneller bei
ihr ankommt als zuvor. Aus Sicht der oberen Uhr funktioniert das genau umgekehrt.
Beschleunigt die Rakete nach oben, hat das Photon, das von der unteren Uhr ausge-
sendet wird, einen lingeren Weg zuriickzulegen als zuvor. Somit kommt das Zeitsignal
verspéitet bei der oberen Uhr an. Die untere Uhr geht also aus Sicht der oberen Uhr
langsamer. Die voneinander abweichenden Uhrzeiten sind auch in der Abbildung 9 zu

sehen.

Wird nun das Aquivalenzprinzip herangezogen, ist das Szenario in der beschleunigten
Rakete identisch zu dem Szenario in dem Gravitationsfeld der Erde, vorausgesetzt, die
Rakete beschleunigt mit Erdbeschleunigung. Wenn die Rakete demnach senkrecht auf
der Erdoberfliche stehen wiirde, geht die Uhr am Boden der Rakete, also die Uhr, die
sich ndher an der Erdoberfliche befindet, langsamer als die Uhr, die sich an der Spitze
der Rakete befindet. Gravitative Zeitdilatation bedeutet also, dass die Zeit in einem

stiarkeren Gravitationsfeld langsamer vergeht als in einem schwécheren |Gafner und J.
Miiller 2022, S. 249-251].

2.6.2 Bedeutung fiir GPS-Systeme

Bei GPS-Systemen ist die allgemeine Relativitdtstheorie nicht mehr wegzudenken.
Atomuhren, die {iber der Erde in Satelliten verbaut sind, senden regelmalig Zeitsigna-
le zur Erde, die dann von Empfingern genutzt werden, um die Entfernung zwischen
den Satelliten und dem Empfénger zu berechnen. Wie im vorherigen Kapitel bereits
herausgearbeitet, gehen diese Atomuhren schneller als die Uhren, die sich auf der Erd-
oberfliche befinden, da das Gravitationsfeld am Ort der Atomuhren geringer ist. Diese
zwar geringe Abweichung ist fiir die Funktionsfdhigkeit der GPS-Systeme dennoch von
entscheidener Bedeutung. Fiir Satelliten, die sich 20.000 Kilometer iiber der Erde be-
finden, bedeutet das eine Abweichung von 45 Mikrosekunden pro Tag, um welche die

Satellitenuhren schneller gehen.

Um die Abweichung der Entfernung pro Tag zu berechnen, wird folgende Rechnung
durchgefiihrt:

S
c = - |-t
¢
s = c-t
s = 3.1 . 45.107 %5
S
s ~ 11,4km

Nach einer Woche wiirde sich also schon eine Abweichung von 80 Kilometern ergeben.
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Laut der speziellen Relativitdastheorie gehen bewegte Uhren langsamer. Wird dieser re-
lativistische Effekt mitberiicksichtigt, gehen die Satellitenuhren um 38 Mikrosekunden
pro Tag schneller als die auf der Erde. Experten miissen diese Abweichung korrigieren,
indem sie die Satellitenuhren um 38 Mikrosekunden langsamer laufen lassen als die
Uhren auf der Erde [Quantenwelt 2016], [Wissenschaft.de 2015|.

3 Periheldrehung

3.1 Erkldrung der Periheldrehung

Die allgemeine Relativitdtstheorie wurde durch viele Experimente und Beobachtungen
bestétigt. Ein Beispiel fiir eine der zahlreichen experimentellen Bestdtigungen ist die
relativistische Periheldrehung des Merkur. Das erste Keplersche Gesetz besagt, dass sich
alle Planeten in unserem Sonnensystem auf elliptischen Bahnen bewegen, in deren einen
Brennpunkt die Sonne liegt. Das Perihel des Merkur, also der sonnennéchste Punkt,
dreht sich jedoch im Laufe des Jahrhunderts. Die Periheldrehung ist in Abbildung 10
dargestellt.

Abbildung 10: Rotation des Merkur um die Sonne. In blau ist das Perihel der jeweiligen
Bahn dargestellt. Da das Perihel nicht ortsfest ist, spricht man auch von
der Periheldrehung. [Gafner und J. Miiller 2022, S. 263|

Beobachtet wurde ein Wert von 574,6 Bogensekunden pro Jahrhundert. Die anderen
Planeten, insbesondere Venus und Jupiter, wirken eine Anziehungskraft auf den Merkur
aus und lenken ihn somit bei jedem Umlauf um die Sonne ein wenig ab. Der mit

dieser Korrektur berechnete Wert liegt bei 531, 6 Bogensekunden, er weicht also vom
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beobachteten Wert ein wenig ab. Erst mit der allgemeinen Relativitdtstheorie ldsst sich

die Abweichung von ungefihr 43 Bogensekunden erkldren.

Die Gravitationswirkung der Sonne auf den Merkur variiert je nach seiner Position in
seiner Umlaufbahn. Wenn der Merkur der Sonne im Perihel sehr nahe kommt, wird er
von einem stirkeren Gravitationsfeld der Sonne beeinflusst. Dadurch treten die relati-
vistischen Effekte verstiarkt auf, was dazu fiihrt, dass der Merkur stirker von seinem
urspriinglichen Kurs abgelenkt wird. Im Gegensatz dazu ist das Gravitationsfeld der
Sonne schwicher, wenn sich der Merkur im Aphel, dem sonnenfernsten Punkt seiner
Bahn, befindet, und die relativistischen Effekte sind weniger ausgeprigt. Somit kommt
die Periheldrehung nur aufgrund der Ellipsenbahn zustande und nicht bei einer Kreis-
bahn. Da sich die Erde nahezu auf einer Kreisbahn bewegt, betrigt der berechnete Wert
fiir die relativistsiche Periheldrehung der Erde nur 3, 8 Bogensekunden pro Jahrhundert
|Gafner und J. Miiller 2022, S. 262-263|, |Physik-Schule 2010|.

3.2 Berechnung der relativistischen Periheldrehung des Merkur

In Abbildung 11 ist die Umlaufbahn des Merkur um die Sonne dargestellt. Dabei ist r_
der Perihelabstand und r, der Aphelabstand. ® ist der momentane Winkel des Merkur
im Polarkoordinatensystem, von dem der momentane Radius r(®) abhéingig ist. & ist

der Winkel, unter dem 7 erscheint, und ®_ der Winkel, unter dem r_ erscheint.

Merkur

Perihel

Abbildung 11: Periheldrehung des Merkur [vgl. Fliekbach 2016, S. 153]

Fiir die Anderung des Winkels zwischen 7, und r_ gilt folgendes Integral:

T+
B dr | A(r)
PO = /ﬁ\/[((r
,F2

T+
dd
= [ ar— 1
- [a (1)
1 ¢

2
WObGiK(T) == W—ﬁ_ﬁ (2)

Dabei sind B(r) und A(r) Koeffizienten in der Standardform der Schwarzschild-Metrik
und F' und [ Integrationskonstanten. Ein Bahndurchlauf beginnt bei r_ bzw. ®_ | geht

iiber 4 bzw. ®, und endet wieder bei r_.
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Die Winkeldnderung fiir den vollstdndigen Bahndurchlauf l&sst sich mit 2(®, — ®_)
berechnen. Wire die Winkeldnderung 27, was bei einer Ellipsenbahn der Fall ist, dann
hitte das Perihel seine Position nicht verdndert. Fiir eine geschlossene Ellipse gilt also:
2(d, —d_)=2r

Um herauszufinden, wie grofs die Differenz, also die Winkeldnderung nach einem Umlauf
beim Merkur tatsdchlich ist, setzt man fiir die Periheldrehung an: A® =2 (¢, — P_)—
2m

An Perihel und Aphel verschwindet die Anderung des Radius mit dem Winkel (lokales
dr

Extremum), es gilt also: bei r = ry : (5)& = 0 , somit gilt umgekehrt: % —
oo (r — ry) und damit ist in Gleichung (1) K (ry) = 0. Damit K (ry) null werden
kann, miissen die Briiche ﬁjﬂ und %2 — f—; gleich grof sein.
Damit ergibt sich aus (2):
2 2 2
zgi N é+% -7 |5
P B
[? [? r3

Nun wird fiir die extremalen Gréfsen die Differenz gebildet. Die minimale Grofe wird

also von der maximalen Grofie subtrahiert.

B, B.  (F* ¢&*.-B; F? . B_
22\ 12 12 12

Durch Auflosen der Klammern und anschlieffendes Ausklammern sowie Bilden eines

Doppelbruchs léasst sich die Gleichung wie folgt vereinfachen:

B. _ B
R
2 B, — B_

2

Nun wird mit r3 - 72 erweitert, um r3 bzw. r2 kiirzen zu konnen:

2 Bir? — B_r}
l2 - T_Qi_'r% . (B+ — B_)

Wenn man nun mit B% erweitert und anschlieffend das Minus in den Bruch hinein-

+B
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zieht, ergibt sich folgende Gleichung:

: 2
<o B_ ~ By
2 2.2 1 1
ryr—-\BZ ~ B
2 23
B. B
5 - (3)
l P22 (L L
+ - B+ B_

Um spéter in K (r) auch 7—22 ersetzen zu konnen, werden zunichst die Gleichungen

F2 1 c? .
PBL — 2 + & folgendermafen umgeformt:

F? 1 1 B 1 2 1 C

NI CINCRY

21 o1y 1 1 (1 1

zT(B— E) =7 '-(BTB—>
T

1

2 -5 —
F =]
1

Nach Erweiterung mit 7372, um anschlieBend kiirzen zu kénnen, erhalten wir:

F? r2 _ g2

_ R
2 92 (1 1 (4)
TYr-\Br T B

Nun werden und in K(r) aus (2) durch (3) und (4) ersetzt:

K = Tgm = ¢
7’2 Ti
(4)) r2 —r3 1 1 B- By
e (o) P e ()
,',.2 7,2 7.2 ,,,2
- _ _t e
B(r) _ B 1 B R

Um die Gleichung vollstindig zu vereinfachen, werden die zwei grofen Briiche auf einen

Bruchstrich geschrieben und 72 und r% anschliefend ausgeklammert:

P ey -a) - (e %) 1
K(r)= - (5)

2
2.2 (1L _ 1 r
T+T_ <B+ B-)

Zur weiteren Vereinfachung wird die Robertson-Entwicklung angewendet. Bei der Robertson-
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Entwicklung werden eine schwache gravitative Wechselwirkung sowie eine homoge-
ne Massenverteilung angenommen [FlieBbach 2016, S. 132-133, 152-153|, [Goethe-
Universitiat Frankfurt 2020]. Sie lautet:

A(r) = 1+VE+...

B(r) = 1—7 ﬁ27<r> *
p = e (7)) 0 She o

Dabei ist r, der Schwarzschildradius, der die natiirliche Grenze eines schwarzen Loches
beschreibt. v und [ sind zunéchst beliebige dimensionslose Konstanten. Sie nehmen
fiir die allgemeine Relativitdatstheorie und Newtonschen Gravitation unterschiedliche

Werte an. Der Wert fiir die allgemeine Relativititstheorie wird spiter angegeben.

Durch Einsetzen der Robertson-Entwicklung fiir bis zur 1. Ordnung in (5) ergibt

1
B(r)

Kop=c (=) (-2 "

Dabei ist r, der Schwarzschildradius und C eine Konstante, in der sdmtliche von r

sich:

unabhéngige Faktoren zusammengefasst werden.

Fiir r — oo gilt: K(r ~; —Cim 2 — und 55 — 1. Damit ergibt sich aus (5):

( )

mmlﬂl_ﬁ)qi( i)

Aus dem Grenzwert K (r)

K(r) (—ryr_) — Cr?

In K(r) kann nun der Bruch aus (8) eingesetzt werden. Fiir sehr grofse r gilt damit:

2 \%)
Cr; =

Nun wird die Robertson-Entwicklung bis zur 2. Ordnung fiir ( auf r. angewendet:
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s
_|_
1%
=
N—
—_

r2[1—<1+’”—5+§-n>]—r2[1—(1

cr2 = SR -
r+r_[<1+z

2 rs _ TE 2 (_re 12

() (- 1)

T 2 T r2

7"+7"—<i+r_5'77_r_f_r_5'77>

+ —

—TTs — TN+ s+ T + 127

| I

|

r2

2
Is s .y Trs _T5
T+7— <r+ + 3 [/ r2 n>

Nun wird r, ausgeklammert und anschlieffend umgeformt sowie gekiirzt:

2 Ts (_T-I— —777"s+7"— +77Ts)
CTS N Ts Tg Ts Tg
rer (B4 - )
Ts (T_ — T+)

1 1 s s
rer [t (G =) i - ]

T+

Als Nichstes wird im Nenner - mit 72 erweitert und = mit 73 erweitert, damit die

+
beiden Briiche auf einen Bruchstrich geschrieben werden kénnen. Im Nenner wird im

zweiten Summanden 7 ausgeklammert und wie im ersten Summanden erweitert.

cr? = r,

2 _ 2
re(ro— 1)+

S ryr—

Nun wird im Nenner beim zweiten Summanden die dritte binomische Formel angewen-

det. Anschlieflend werden (r_ — r,) und r, gekiirzt:

r——r
Cr? = r, hs
ro(ro —ry) 4 3ttt
_ 1
- [
L+ MNrs rer_

Mit der Taylor-Entwicklung (vgl. Anhang) = =1—x + ... fiir | # |[< 1 bis zur ersten
Ordnung erhilt man fiir z = 777“5% [Rottmann 1993, S. 119]:
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s

Cri ~ 1-— (r—+ry)
ryr—
o = 1_n<£+ﬁ) (9)
e T_—

Nun wird K (r) geméf (7) in das Integral in (1) eingesetzt. Fiir A(r) wird ebenfalls die

Robertson-Entwicklung angewendet. Somit ergibt sich fiir die Winkel&nderung folgende

Gleichung:
T+
d 14t
o, -0 = / _Z —
Nelm=1) (9
r_ rT— T I8 T'+
Nun wird folgendermaken substituiert: z = %+ ,z, = I=. Dabei ergibt sich fiir die

Ersetzung von % durch Ableitung von z = = folgendes:

T |d
S dr
dz r
@z Ty
dr 72 |- dr

T's
dz = —T—zdr |2 (—rs)
W
re 12
1
1 _
r2 72

Aufkerdem wird die Taylor-Entwicklung /1 + z = 14 fz—... fiir 2 = v, wobei | z |«
1, angewendet [Rottmann 1993, S. 119]. Daraus ergibt sich folgende Gleichung:

1+ 3z

L
[ dz
NG / V-2 G-

Mit (9) konnen wir auch den Vorfaktor des Integrals umformen:

o, —P_~

1 1
VOr2 T—n(et )

Nun wird die Taylor-Entwicklung \/% =1+30— .. firz=n(z+2)fir|z|<1
angewendet [ebd., S. 119]:
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Als Néchstes wird das Integral in (10) durch Einsetzen der oberen und unteren Grenze

in die Stammfunktion gelost. Im Anhang wird durch Ableitung nachgewiesen, dass
der Term — arcsin <M> + 3 [—\/(z, —2) (2 — 24) — =3 arcsin (Mﬂ

|z —2—| |z —2—|

die Stammfunktion des Integranden ist.

/ dz\/ = —jéz— R

2

2 ) L,
= [— arcsin (W—z) +21 {—\/(2_ (- -2 —; “ arcsin (%
2y — 22—

| 24 — 2 |

Nun werden die obere und untere Grenze in die Stammfunktion eingesetzt und der Term
wird anschliefend vereinfacht. Beim Einsetzen in die Stammfunktion muss beachtet

werden, dass r, > r_ und somit z_ > z, gilt.

jdz\/(z —1;;(%;_ 5 _ (1 + ’yZ+ Z Z) [— arcsin (1) j arcsin (—1)] (11)

=—

Aus (9), (10) und (11) ergibt sich fiir die Winkeldnderung die Gleichung

<I>+—q),%7r[1+g(z++z,)} [1+%(z++z,)

Der Schwarzschildradius befindet sich im Millimeter-Bereich und der maximale und
minimale Abstand von Sonne zum Merkur betrigt mehrere Millionen Kilometer. So-
mit ist zp = ;= sehr klein. Folglich kann man das Produkt (2 +2-) - § (21 + 2-)

vernachldssigen und erhélt

2
®+—®%WPA—UIV@++ZJ

Durch Resubstitution und Einsetzen von n =1 — ’32;"’ ergibt sich die Gleichung:
2 — 2 s s
cp_@_zw[uﬂ(?“_g_)]
4 re o r_

Dieser Ausdruck wird in die Definitition der Periheldrehung A® = 2(®, — d_) — 27
eingesetzt. Damit ergibt sich fiir die Periheldrehung folgende Gleichung:

Ap =T (Ts 1) 2=0+2
2 \ry - 3

Fiir den Merkur gilt:

sy s 1,064-1077
ry T

Laut der allgemeinen Relativititstheorie gilt: 5 = v = 1 und somit lasst sich die

21

)

z4

zZ—



Periheldrehung des Merkur schlieflich folgendermafen berechnen:

3
AP = 7” 1,064 -10°7 &~ 5,014 - 107

Umrechnung ins Gradmaf: 27 entsprechen 360°, somit entspricht 1° dem Wert 2%

360

im Bogenmaf. Eine Bogenminute ist ein sechzigstel eines Grades, also entspricht eine
. 271' . 27-[- . . . . .

Bogenminute 557 und eine Bogensekunde 5575 jeweils im Bogenmak. Damit ergibt

sich fiir die Periheldrehung des Merkur:

360 - 3600

AP =5,014-1077- (
21

) ~ 0,103
Da der Merkur ungefdhr 415 Sonnenumléufe pro Jahrhundert macht, ergibt sich
AP - 415 ~ 42,92"

Damit kann die Differenz der beobachteten 575 Bogensekunden und der aufgrund
der Storung durch andere Planeten berechneten 532 Bogensekunden erklart werden.
Es war alleine Einsteins allgemeine Relativititstheorie, durch die das Mysterium der
Periheldrehung des Merkur aufgelost werden und die experimentell beobachtete Ab-
weichung der 43 Bogensekunden erkldrt werden konnte [Goethe-Universitit Frankfurt
2020|.

4 Riickblick und neue Horizonte der Forschung

In dieser Seminararbeit haben wir uns eingehend mit faszinierenden Themen der all-
gemeinen Relativitidtstheorie beschiftigt — den Grundaussagen dieser bedeutenden

Theorie und der relativistischen Periheldrehung.

Einstein lehrt uns, dass Raum und Zeit zu einem Raumzeit-Kontinuum verbunden wer-
den konnen und dass dieses in Anwesenheit von Masse oder Energie gekrimmt wird.
Aus dieser Raumzeit-Kriimmung resultiert die Gravitation. Sie wird also nicht mehr
nur als simple Anziehungskraft verstanden, so wie Newton sie beschrieben hat. Ein-
steins Theorie hat uns aufterdem die Vorstellung von schwarzen Lochern gegeben sowie
die Entwicklung priziser Navigationssysteme ermoglicht. Ebenso haben wir gelernt,
dass man auf den ersten Blick nicht zwischen Beschleunigung und Gravitation unter-
scheiden kann. Mit dem Einsteintensor wurde eine Schreibweise vorgestellt, mit der
die gesamte Idee von Einstein in nur einer Gleichung zusammengefasst werden kann
und dabei zehn Gleichungen durch diese eine ersetzt werden konnen. Am Beispiel der
relativistischen Periheldreheung wird gezeigt, wie prazise Einsteins Vorhersagen expe-
rimentelle Beobachtungen erkliren konnen, wo mit der klassischen Physik deutliche

Abweichungen bleiben.
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Die allgemeine Relativitatstheorie lehrt uns, dass physikalische Theorien niemals in
Stein gemeifselt sind, sondern stets weiterentwickelt und verbessert werden koénnen.
Diese Theorie hat die Tiir zu neuen wissenschaftlichen Erkenntnissen gedffnet und
zu unzéhligen Experimenten und Beobachtungen inspiriert, die unsere Sicht auf das
Universum vertieft haben. Nun liegt es an den Forschern, die Quantentheorie und
die allgemeine Relativitdtstheorie in Einklang zu bringen. In diesem Sinne markiert
die allgemeine Relativitdtstheorie nicht das Ende unserer Suche nach Erkenntnis, son-
dern vielmehr den Anfang neuer physikalischer Forschungsergebnisse und Theorien, die
uns das Universum und dessen Geschichte noch besser verstehen lassen [Fischer 2016,
S.164|.
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5 Anhang

Taylor-Entwicklung

Gegeben ist die stetige Funktion f () im Intervall [a, a + h]. Wenn die Funktion stetige
Ableitungen bis zu Ordnung n — 1 sowie die n-te Ableitung im vorgegeben Intervall

besitzt, kann die Taylor-Entwicklung angewendet werden:

h h? h3 h"
flath)=fla)+ 7/ (@) + 5 7 (a) + 50 /7 () + mf(”) (a) + ..

[Bronstein u.a. 2001, S. 404].

Ableitung der Stammfunktion

Um das Integral in Abschnitt 3.2 auf S. 21 zu 16sen, wird die dort angegebene Stamm-

funktion abgeleitet, um die Stammfunktion-Eigenschaft nachzuweisen.

Die Ableitung vom arcsin z lautet: L arcsin (z) = \/1;_7

Um den Term [— arcsin (%) +3 [—\/(z_ —2)(z — 2;) — == arcsin (%)H
abzuleiten, werden die Quotientenregel und die Kettenregel mehrfach angewendet. Der

abgeleitete Term lautet dann folgendermalfsen:

22 — 24y — 2_ Zy + 22

V-2 G-m)-2 2

lz4—2z—|

o - (;)2 | (! — |> *3

_ (1) . <—2>]
Ji- ()

Zusammengefasst und ausmultipliziert ergibt sich:

/ 2 v (22— 2y —2)
F(z) = + +
24+2-—22 2 4- Z_—Z) (F— %
\/1‘( D PR N (CRRRCRED
V(2 +20)

_|_

2
2-\/1—<%)-|Z+—2_|

Der erste Bruch wird nun mit 2 erweitert, sodass der erste und der dritte Bruch zu-

sammengefasst werden konnen.
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447 (34 +20)

/y
2 4 —

F/(J?) _ (22—2+—Z)

|24 —2—|

Nun wird im Nenner des ersten Bruchs die 1 mit | z; — z_ |* erweitert, damit sie
gemeinsam mit dem anderen Bruch unter der Wurzel auf einen Bruchstrich geschrieben

werden kann:

A4+ (34 +20)

-
9. \/<|z+z_|2(z++z_2z)2) ) | P | 4 \/ Z — Z+)

lz—z—[?

(22—z+—z )

F'(z) =

Jetzt wird | zy — z_ |, also der dritte Faktor im Nenner des ersten Bruchs, quadriert
und unter die Wurzel geschrieben. Im néchsten Schritt wird | 2, — z_ |? im Nenner
des ersten Bruchs gekiirzt und anschlieffend werden der Subtrahend und Minuend im

Nenner des ersten Bruchs ausmultipliziert und vereinfacht:

44 (24 +2-) (2z—z+—z)

v
2.\/[z+—z_|2—<z++z_—2z>2]-|z+—z_|2 4-\/(z-—2)- (2= 23)

lz4—2—|?

F'(z) =

d+y-(z +2) v
2. \/|z+—z_]2 (24 + 2 — 22)° 4 V(= (2= 24)
A+ (34 +20)

(22—z+—z )

2:0/(22 —2zp2_ +22) — (22 + 2422 — 2224 + 22y + 22 — 2220 — 222, — 222 +427)
v (22—2+—Z)
4 V(2= (z—zy)
4+7(2++Z—) v (2Z—Z+—Z)
2-\/—4z+z_+4zz++4zz_—422 4-4/(2- (2 —24)

Im Nenner des ersten Bruchs wird die 4 ausgeklammert, damit faktorisiert werden kann.
Dadurch konnen die beiden Briiche auf einen Bruchstrich geschrieben werden. Durch
Auflésen der Klammern und anschlieffender Vereinfachung erhdlt man schlieflich den

Integranden als Ableitung.
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F'(z) =

447 (24 +2-) v (22— 20 —2)

2-v/4 (o —2)(z—24)  4-\/(e- —2)- (2 — 24)

oAyt )ty (22— — 2

2 )

44 vzp +ve + 922 — yzp —y2o

TR/ PR P
4+v-22

RNV Fa— Py
1+3-2

V- —2)(z—2)
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