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❆str♦♣❤②s✐❦

▲❡✐t❢❛❝❤✿ P❤②s✐❦

❚❤❡♠❛ ❞❡r ❆r❜❡✐t✿

●r✉♥❞❛✉ss❛❣❡♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡

✉♥❞ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣

❱❡r❢❛ss❡r✐♥✿ ❑✉rs❧❡✐t❡r✿

▼✐r✐❛♠ ❙trös❡ ❖❙t❘ ❍❡rr ❑♦❝❤
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❇❡✇❡rt✉♥❣ ◆♦t❡ ◆♦t❡♥st✉❢❡ ✐♥ ❲♦rt❡♥ P✉♥❦t❡ P✉♥❦t❡

s❝❤r✐❢t❧✐❝❤❡ ❆r❜❡✐t ① ✸

❆❜s❝❤❧✉ss♣räs❡♥t❛t✐♦♥ ① ✶

❙✉♠♠❡✿

●❡s❛♠t❧❡✐st✉♥❣ ✭♠❛①✳ ✸✵ P✉♥❦t❡✮ ♥❛❝❤ ➓ ✻✶ ✭✼✮ ●❙❖ ❂ ❙✉♠♠❡✿✷ ✭❣❡r✉♥❞❡t✮
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❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✉♥❞ ❤❛t ❞❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✐❡rt✳ ❉✐❡ ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r

❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t✱ ❞✐❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❜❡r❡✐ts ✐♥ s❡✐♥❡r s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❢ür ❣❧❡✐❝❤❢ör✲

♠✐❣ ❜❡✇❡❣t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ❤❡r❛✉s❣❡❛r❜❡✐t❡t ❤❛t✱ ❡r✇❡✐t❡rt ❡r ❞❛r✐♥ ❛✉❢ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡

❇❡③✉❣ss②st❡♠❡✳ ▼✐t ❞✐❡s❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❤❛t ❊✐♥st❡✐♥ ❛str♦♥♦♠✐s❝❤❡ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ✈♦r❤❡r❣❡s❛❣t✱

❞✐❡ ❢ür ❞❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ✉♥s❡r❡s ❯♥✐✈❡rs✉♠s ✈♦♥ ❣r♦ÿ❡r ❇❡❞❡✉t✉♥❣ s✐♥❞✳ ❉❛③✉ ❣❡❤ö✲

r❡♥ ❢❛s③✐♥✐❡r❡♥❞❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ✇✐❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s✇❡❧❧❡♥ ✉♥❞ s❝❤✇❛r③❡ ▲ö❝❤❡r ❬❙♣❡❦tr✉♠✱

●r❛✈✐t❛t✐♦♥s✇❡❧❧❡♥ ✶✾✾✽❪✳

❆✉ÿ❡r❞❡♠ ❣✐❜t ❡s ♠❡❤r❡r❡ ❦♦s♠♦❧♦❣✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐täts✲

t❤❡♦r✐❡ ❜❛s✐❡r❡♥ ✉♥❞ ✉♥s ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❯r❦♥❛❧❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡s ❯♥✐✈❡rs✉♠s

❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❤❛t ❞✐❡s❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❛s ▼②st❡r✐✉♠ ❞❡r P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣ ❞❡s

▼❡r❦✉r ❛✉❢❣❡❦❧ärt✱ ❞❡r❡♥ ❡①❛❦t❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❡rst ❞✐❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥

❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ③✉❧❛ss❡♥✳ ❆✉❝❤ ❢ür ✉♥s❡r❡r ❆❧❧t❛❣s✇❡❧t ✐st ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐✲

tätst❤❡♦r✐❡ ✈♦♥ ❣r♦ÿ❡r ❘❡❧❡✈❛♥③✳ ❉❡♥♥ ♦❤♥❡ ❊✐♥st❡✐♥s ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ✇är❡♥ ✉♥s❡r❡ ❤❡✉✲

t✐❣❡♥ ●P❙✲❙②st❡♠❡ ✉♥❜r❛✉❝❤❜❛r ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ③✉ ❤♦❤❡♥ ❯♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t✱ ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡

❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ♦❤♥❡ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r ❊✛❡❦t❡ ❡♥t❤❛❧t❡♥ ✇ür❞❡♥✳

■♥ ❞❡r ❙❡♠✐♥❛r❛r❜❡✐t ✇❡r❞❡♥ ●r✉♥❞❛✉ss❛❣❡♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡✱ ❤ä✉✲

✜❣ ♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ ●❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t❡♥✱ ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❉❛r❛✉❢ ❢♦❧❣t ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r

r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❆✉s❛r❜❡✐t✉♥❣ ✈✐❡❧❡r ❩✇✐s❝❤❡♥s❝❤r✐tt❡ ✐st ❞✐❡

❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ♠✐t ❖❜❡rst✉❢❡♥✇✐ss❡♥ ✈❡rstä♥❞❧✐❝❤✳ ❊✐♥❡ ❆✉s♥❛❤♠❡ ❜✐❧❞❡t ❞✐❡ ♠❡❤r❢❛❝❤

❛♥❣❡✇❛♥❞t❡ ❚❛②❧♦r✲❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣✱ ❞✐❡ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣ ❡r❧ä✉t❡rt ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ❧✐❡❢❡rt

❛✉❢ ✈❡rstä♥❞❧✐❝❤❡ ❆rt ✉♥❞ ❲❡✐s❡ ❊✐♥❜❧✐❝❦❡ ✐♥ ❞✐❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠✱ ❩❡✐t ✉♥❞
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ä♥❞❡rt ❤❛t✱ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ✉♥s❡r ❱❡rstä♥❞♥✐s ✈♦♥ ❞❡♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♥ ●❡s❡t③❡♥ ❞❡r ◆❛t✉r

❡r✇❡✐t❡rt s♦✇✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❛❦t✉❡❧❧❡ ❛str♦♥♦♠✐s❝❤❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ❣r♦ÿ❡r ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ✐st✳
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❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡

✷✳✶ ❑rü♠♠✉♥❣ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t

❉✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t ✐st ❜❡r❡✐ts ❛✉s ❞❡r s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❜❡❦❛♥♥t✳ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t

s✐♥❞ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r✱ s♦♥❞❡r♥ ❜✐❧❞❡♥ ❡✐♥ ❘❛✉♠③❡✐t✲❑♦♥t✐♥✉✉♠✳

❆✉s ❞❡♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❞❡r ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❩❡✐t ❜✐❧❞❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ✈✐❡r❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❘❛✉♠③❡✐t✳ ❉✐❡s❡ ✐st ✢❛❝❤✱ ✇❡♥♥ ❦❡✐♥❡ ▼❛t❡r✐❡ ✉♥❞ ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦r❤❛♥❞❡♥ s✐♥❞

❬❋✐s❝❤❡r ✷✵✶✻✱ ❙✳✻✵❪✳

❇❡✐ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❦♦♠♠t ♥✉♥ ❤✐♥③✉✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t ✐♥ ❆♥✇❡✲

s❡♥❤❡✐t ✈♦♥ ▼❛ss❡ ♦❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❣❡❦rü♠♠t ✐st✳ ❏❡ ❣röÿ❡r ❞✐❡ ▼❛ss❡ ♦❞❡r ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✲
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♠❡♥❣❡ ✐st✱ ❞❡st♦ stär❦❡r ✐st ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t✲❑rü♠♠✉♥❣✳ ❙♦♠✐t ✐st s✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❜❡✐

❡✐♥❡♠ s❝❤✇❛r③❡♥ ▲♦❝❤ ❜❡s♦♥❞❡rs ❛✉s❣❡♣rä❣t✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✿ ❘❛✉♠③❡✐t✲❑rü♠♠✉♥❣ ❞❡r ❊r❞❡ ❬s❝✐♥♥❡①①✲❲✐ss❡♥s♠❛❣❛③✐♥ ✷✵✶✾❪✳

❲✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶ ③❡✐❣t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t ❛✉❝❤ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ✇✐❡ ❡✐♥ ③✇❡✐❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ●✐tt❡r ✈♦rst❡❧❧❡♥✱ ❞❛s ✐♥ ❆♥✇❡s❡♥❤❡✐t ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡ ♦❞❡r ▼❛ss❡✱ ✐♥ ❞✐❡s❡♠

❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ❊r❞❡✱ ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ❣❡❞rü❝❦t✱ ❛❧s♦ ❣❡❦rü♠♠t ✇✐r❞✳

❉✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐♥ ❞❡r ❣❡❦rü♠♠t❡♥ ❘❛✉♠③❡✐t ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❛✉❢

❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥✱ ❛❧s♦ ❡❜❡♥❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥✳ ❉❡r ✢❛❝❤❡ ❘❛✉♠ ✐st s♦ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❦ür③❡st❡

❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ P✉♥❦t❡♥ ✐♠♠❡r ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡ ✐st✳ ■♥ ❞❡r ❣❡❦rü♠♠t❡♥ ❘❛✉♠✲

③❡✐t ✐st ❞✐❡ ❦ür③❡st❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❡✐♥❡ ❣❡❦rü♠♠t❡ ▲✐♥✐❡✳ ❉❛r❛✉s r❡s✉❧✲

t✐❡rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧s✉♠♠❡ ❡✐♥❡s ❉r❡✐❡❝❦s ✐♥ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t✲❑rü♠♠✉♥❣ ♥✐❝❤t ♠❡❤r

180 ●r❛❞ ❜❡trä❣t✱ s♦♥❞❡r♥ ✐♠♠❡r ❞❛rü❜❡r ♦❞❡r ❞❛r✉♥t❡r ❧✐❡❣t✳ ❊✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❇❡✐s♣✐❡❧

✐st✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❡❜❡♥❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ③✇❡✐ ♣❛r❛❧❧❡❧❡ ●❡r❛❞❡♥ ♥✐❡♠❛❧s s❝❤♥❡✐❞❡♥✳ ❆✉❢

❡✐♥❡r ❣❡❦rü♠♠t❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❥❡❞♦❝❤ ❦ö♥♥❡♥ s✐❝❤ ③✇❡✐ ●❡r❛❞❡♥✱ ❞✐❡ ③✉♥ä❝❤st ♣❛r❛❧❧❡❧

❧❛✉❢❡♥✱ s❝❤♥❡✐❞❡♥✳ ❆❧❧❡✐♥ ❛♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ✐♥ ❞❡r ❣❡❦rü♠♠✲

t❡♥ ❘❛✉♠③❡✐t ♥❡✉❡ ❘❡❣❡❧♥ ❣❡❧t❡♥ ❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✷✻✲✷✸✶❪✱ ❬❙♣❡❦tr✉♠✱

❘❛✉♠③❡✐t ✷✵✶✹❪✳

✷✳✷ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥

✷✳✷✳✶ ❉❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❜❡❣r✐✛

◆❡✇t♦♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ✐♥ s❡✐♥❡♠ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❣❡s❡t③✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❑ör♣❡r✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ▼❛ss❡ ❜❡s✐t✲

③❡♥✱ ❡✐♥❡ ❛♥③✐❡❤❡♥❞❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❦r❛❢t ❛✉❢ ❛❧❧❡ ❑ör♣❡r ❛✉sü❜❡♥✱ ❞✐❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥❡ ▼❛ss❡

❜❡s✐t③❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ü❜t ❞❡r ❑ör♣❡r✱ ❛✉❢ ❞❡♥ ❡✐♥❡ ❑r❛❢t ❛✉s❣❡ü❜t ✇✐r❞✱ ❧❛✉t ❞❡♠ ❲❡❝❤s❡❧✲

✇✐r❦✉♥❣s❣❡s❡t③ ❡✐♥❡ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ♦r✐❡♥t✐❡rt❡✱ ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ❑r❛❢t ❛✉❢
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❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❑ör♣❡r ❛✉s✳ ❉✐❡s❡ ❆♥③✐❡❤✉♥❣s❦r❛❢t ✐st ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡♥ ▼❛ss❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠

❆❜st❛♥❞ ❜❡✐❞❡r ❑ör♣❡r✳ ❙✐❡ ❧ässt s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❋♦r♠❡❧

FG =
G ·m1 ·m2

r2

❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✐st G = 6, 673 · 10−11 m3

kg·s2 ❞✐❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡✱ m1 ✉♥❞ m2 ❞✐❡

▼❛ss❡♥ ❞❡r ❑ör♣❡r✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❦r❛❢t FG ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r ❛✉sü❜❡♥✱

✉♥❞ r ❞❡r ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ▼❛ss❡♥♠✐tt❡❧♣✉♥❦t❡ ❬▲❡✐✜ P❤②s✐❦ ✷✵✶✾❪✳

✷✳✷✳✷ ◆❡✉❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤ ❊✐♥st❡✐♥

◆❡✇t♦♥ ❤❛t ❞✐❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❛❧s ❑r❛❢t ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❊✐♥st❡✐♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞✐❡

●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❛❧s ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t✳ ❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ✐♠ ❖❜✐❣❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ✐st ❞✐❡

❘❛✉♠③❡✐t ✐♥ ❆♥✇❡s❡♥❤❡✐t ❡✐♥❡r ▼❛ss❡ ❜③✇✳ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❡❦rü♠♠t✳ ✒■♥ ❞✐❡s❡r ❣❡❦rü♠♠t❡♥

❘❛✉♠③❡✐t ❣✐❜t ❡s ❦❡✐♥❡ ❘❛✉♠③❡✐t❣❡r❛❞❡♥ ♠❡❤r✱ ❡❜❡♥s♦ ✇❡♥✐❣ ✇✐❡ ❡s ❛✉❢ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡

❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧ ●❡r❛❞❡♥ ❣✐❜t✳ ❊s ❣✐❜t ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ●❡♦❞ät❡♥✱ ❣❡r❛❞❡st♠ö❣❧✐❝❤❡ ❘❛✉♠③❡✐t❣❡✲

r❛❞❡♥✏ ❬❊✐♥st❡✐♥ ❖♥❧✐♥❡✱ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✷✵✶✵❪✳

❇❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ♥✉♥ ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t ✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ❡✐♥❡r ❩❡♥tr❛❧♠❛ss❡✱ ❞❛♥♥ ❜❡✇❡❣t ❡s s✐❝❤ ❛✉❢

❞❡♥ ❣❡r❛❞❡st♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❇❛❤♥❡♥ ✐♥ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❣❡❦rü♠♠t ✐st✳

◆ä❤❡rt s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ▼❛ss❡ ❞❡r ❊r❞❡ ❛♥✱ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ❞❛s ❖❜❥❡❦t ✐♠ ❘❛✉♠

♥❛❝❤ ❞✐❡s❡r ❑rü♠♠✉♥❣✱ ❞❛ ❞✐❡s ❞✐❡ ❣❡r❛❞❡st♠ö❣❧✐❝❤❡ ❇❛❤♥ ✐st✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡♥ ❇❛❤♥❡♥

❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞✐❡ P❧❛♥❡t❡♥ ✐♥ ✉♥s❡r❡♠ ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠✳ ❉✐❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✐st

❧❛✉t ❊✐♥st❡✐♥ ❛❧s♦ ❦❡✐♥❡ ❑r❛❢t✱ s♦♥❞❡r♥ ❞❛s ❘❡s✉❧t❛t ❞❡r ❑rü♠♠✉♥❣ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t✳

❉✐❡s❡s P❤ä♥♦♠❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋✉ÿ❜❛❧❧ ✈♦rst❡❧❧❡♥✱ ❞❡r ❛✉❢ ❡✐♥❡ ✐♥ ❞❡r

▲✉❢t ❣❡❤❛❧t❡♥❡ ❉❡❝❦❡ ❣❡❧❡❣t ✇✐r❞✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❉❡❧❧❡ ❡♥tst❡❤t✳ ❲✐r❞ ♥✉♥ ❡✐♥ ❚❡♥♥✐s❜❛❧❧

❛✉❢ ❡✐♥ ❊♥❞❡ ❞❡r ❉❡❝❦❡ ❣❡❧❡❣t✱ r♦❧❧t ❡r ③✉♠ ❋✉ÿ❜❛❧❧✱ ❞❛ ❡r ❞❡r ❑rü♠♠✉♥❣ ❢♦❧❣t✳ ❍ätt❡

❞❡r ❚❡♥♥✐s❜❛❧❧ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❆♥❢❛♥❣s♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ③✉♠ ❋✉ÿ❜❛❧❧✱ ✇ür❞❡ ❡r s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❊❧❧✐♣s❡♥❜❛❤♥ ✉♠ ❞❡♥ ❋✉ÿ❜❛❧❧ ❜❡✇❡❣❡♥✱

❛♥❛❧♦❣ ③✉ ❡✐♥❡♠ P❧❛♥❡t❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❙♦♥♥❡ ❬❡❜❞✳❪✳

✷✳✸ ▲✐❝❤t❛❜❧❡♥❦✉♥❣ ✐♠ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞

◆❡✇t♦♥ ❤❛t ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡s ✶✽✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ✐♥ s❡✐♥❡r ●r❛✈✐t❛t✐♦♥st❤❡♦r✐❡ ❜❡❤❛✉♣t❡t✱

❞❛ss ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ▲✐❝❤tt❡✐❧❝❤❡♥ ❤❛t ✇✐❡ ❛✉❢ ▼❛t❡r✐❡✳ ❉❡r ❆str♦✲

♥♦♠ ❏♦❤❛♥♥ ●❡♦r❣ ✈♦♥ ❙♦❧❞♥❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❡✐♥ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt s♣ät❡r ❞✐❡ ▲✐❝❤t❛❜❧❡♥❦✉♥❣

❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ❡✐♥❡s ✇❡✐t❡♥t❢❡r♥t❡♥ ❙t❡r♥s✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t✲❑rü♠♠✉♥❣

❞❡r ❙♦♥♥❡ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥✳ ❉❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❲❡rt✱ ❞❡r ❛✉❢ ❞❡r ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❜❛✲

s✐❡rt✱ ❧❛❣ ❜❡✐ ✵✱✾ ❇♦❣❡♥s❡❦✉♥❞❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❊r❣❡❜♥✐s ✇✉r❞❡ ❞❛♠❛❧s ❛✉❢❣r✉♥❞ ♠❛♥❣❡❧♥❞❡r

t❡❝❤♥✐s❝❤❡r ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ü❜❡r♣rü❢t✳

❆♥❢❛♥❣ ❞❡s ✷✵✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ❤❛t ❊✐♥st❡✐♥ ✈♦r❤❡r❣❡s❛❣t✱ ❞❛ss ▲✐❝❤t ❛♠ ❙♦♥♥❡♥r❛♥❞

✉♠ ❞❛s ❉♦♣♣❡❧t❡ ❞❡s ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ❲❡rt❡s ❛❜❣❡❧❡♥❦t ✇✐r❞✳ ❊✐♥st❡✐♥s ❇❡❤❛✉♣t✉♥❣❡♥

✺



✇✉r❞❡♥ ❛♥❤❛♥❞ ✇❡✐t❡r❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ✈✐❡❧❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❜❡stät✐❣t✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✿ ▲✐❝❤t❛❜❧❡♥❦✉♥❣ ✐♠ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞ ❞❡r ❙♦♥♥❡ ❬❊✐♥st❡✐♥ ❖♥❧✐♥❡✱ ❱❡r❜♦✲
❣❡♥❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ✷✵✶✵❪

❉✐❡ ▲✐❝❤t❛❜❧❡♥❦✉♥❣ ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❞❡♥ ❆✉ss❛❣❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ❞❛r✲

❣❡st❡❧❧t ✇✉r❞❡♥✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥ ▲✐❝❤tstr❛❤❧ ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t❞❡❧❧❡ ❡✐♥❡s ♠❛ss❡r❡✐❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦ts

❞✉r❝❤q✉❡rt✱ ✇✐r❞ ❡r ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❲✐♥❦❡❧ α ❛❜❣❡❧❡♥❦t✳ ❏❡ ♥ä❤❡r ❞❛s ▲✐❝❤t ❞❡♠

❑ör♣❡r ❦♦♠♠t✱ ❞❡st♦ stär❦❡r ✐st ❞✐❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥ ▲✐❝❤t✲

str❛❤❧❡♥ ❞✐❡ ❣❡❦rü♠♠t❡ ❘❛✉♠③❡✐t ❞❡r ❙♦♥♥❡✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞✐❡s❡r ❛❜❣❡❧❡♥❦t ✇✐r❞✳

❉✐❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❛♠ ❙♦♥♥❡♥r❛♥❞ ❜❡✜♥❞❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ stär❦❡r ❛❜✲

❣❡❧❡♥❦t ❛❧s ❞✐❡✱ ❞✐❡ ✇❡✐t❡r ✈♦♥ ❞❡r ❙♦♥♥❡ ❡♥t❢❡r♥t s✐♥❞✳ ❉❡r ●r✉♥❞ ❞❛❢ür ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡

❘❛✉♠③❡✐t ✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ❞❡s ❖❜❥❡❦ts stär❦❡r ❣❡❦rü♠♠t ✐st ❛❧s ✇❡✐t❡r ✇❡❣✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✿ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❧✐♥s❡♥❡✛❡❦t ❬❉▲❘ ✷✵✶✶❪

❊✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t❛❜❧❡♥❦✉♥❣ ✐♠ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞ ✐st ❞❡r ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s✲

❧✐♥s❡♥❡✛❡❦t✱ ❞❡r ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐st✳ ❉❛r❛✉❢ ✐st ❡✐♥❡ ▲✐❝❤tq✉❡❧❧❡✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✲

✇❡✐s❡ ❡✐♥ ❙t❡r♥✱ ③✉ s❡❤❡♥✱ ❞❡ss❡♥ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ❞❛s ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞ ❡✐♥❡s s❝❤✇❡r❡♥

❖❜❥❡❦ts✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❛s ❞❡r ❙♦♥♥❡✱ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥✳ ◆✉r ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ▲✐❝❤t❛❜❧❡♥❦✉♥❣

✻



s✐❡❤t ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t❡r ❛✉❢ ❞❡r ❊r❞❡ ❞✐❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ❞❡s ❙t❡r♥s✳ ❱♦r ❞❡r ❊♥t❞❡❝❦✉♥❣

❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❤❛t ♠❛♥ ❣❡❞❛❝❤t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ✈♦♥ ❙t❡r✲

♥❡♥ st❛♠♠❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❛❧s ✒s❝❤❡✐♥❜❛r❡r ❖rt ❞❡r ◗✉❡❧❧❡✏ ❞❛r❣❡st❡❧❧t s✐♥❞✳

❉✉r❝❤ ❊✐♥st❡✐♥s ❚❤❡♦r✐❡ ✇✉r❞❡ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ♥✉r ✈♦♥ ❡✐✲

♥❡♠ ❡✐♥③✐❣❡♥ ❙t❡r♥ st❛♠♠❡♥✱ ❞❡r s✐❝❤ ❤✐♥t❡r ❞❡♠ ❖❜❥❡❦t ❜❡✜♥❞❡t ❬❊✐♥st❡✐♥ ❖♥❧✐♥❡✱

▲✐❝❤t❛❜❧❡♥❦✉♥❣ ❞✉r❝❤ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✷✵✶✵❪✳

❉✐❡s❡r ❊✛❡❦t ❦❛♥♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞❛③✉ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✱ s❝❤✇❛r③❡ ▲ö❝❤❡r ♥❛❝❤③✉✇❡✐s❡♥✳

❇❡✐ ❡✐♥❡♠ s❝❤✇❛r③❡♥ ▲♦❝❤ ✐st ❞✐❡ ▼❛ss❡ s♦ st❛r❦ ❦♦♠♣r✐♠✐❡rt✱ ❞❛ss s✐❝❤ ♥✐❝❤ts ✐❤✲

r❡r ❡♥♦r♠ ❣r♦ÿ❡♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❦r❛❢t ❡♥t③✐❡❤❡♥ ❦❛♥♥✳ ❙♦♠✐t ❦❛♥♥ ❥❡❞❡s ▲✐❝❤t✱ ❞❛s ✐♥ ❡✐♥

s❝❤✇❛r③❡s ▲♦❝❤ tr✐✛t✱ ✐❤♠ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❡♥t❦♦♠♠❡♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❤✐♥t❡r ❞❡♠ s❝❤✇❛r③❡♥ ▲♦❝❤✱

❛❧s♦ ❜❡✐ ❞❡♠ ❇❡♦❜❛❝❤t❡r✱ ❦❡✐♥ ▲✐❝❤t s✐❝❤t❜❛r s❡✐♥ s♦❧❧t❡✳ ❉❡r ●r✉♥❞✱ ❞❛ss ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥

s✐❝❤t❜❛r s✐♥❞✱ ✐st✱ ❞❛ss ❞❛s s❝❤✇❛r③❡ ▲♦❝❤ ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t ❦rü♠♠t✱ ❞❛s ▲✐❝❤t ❞✐❡s❡r ❑rü♠✲

♠✉♥❣ ❢♦❧❣t ✉♥❞ s♦♠✐t ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ❜❡✐ ❞❡♠ ❇❡♦❜❛❝❤t❡r ❛♥❦♦♠♠❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❊r❦❡♥♥t♥✐s

❡r♠ö❣❧✐❝❤t❡ ❞✐❡ ❊♥t❞❡❝❦✉♥❣ s❝❤✇❛r③❡r ▲ö❝❤❡r ❬❘◆❉ ✷✵✷✶❪✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✿ ❊✐♥st❡✐♥✲❑r❡✉③✱ ✈❡r✉rs❛❝❤t ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❧✐♥s❡♥❡✛❡❦t ❬❊✐♥st❡✐♥
❖♥❧✐♥❡✱ ❱❡r❜♦❣❡♥❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ✷✵✶✵❪

❲❡♥♥ ❞❛s ▲✐❝❤t ❡✐♥❡r ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞q✉❡❧❧❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ♠❛ss❡r❡✐❝❤❡s ❖❜❥❡❦t ❛❜❣❡❧❡♥❦t ✇✐r❞✱

❦❛♥♥ ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t❡r ❛✉❢ ❞❡r ❊r❞❡ ❡✐♥ ❊✐♥st❡✐♥✲❑r❡✉③ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹ s❡❤❡♥✱ ❜❡✐

❞❡♠ ❞❛s ▲✐❝❤t ❞❡r ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞q✉❡❧❧❡ ✐♥ ♠❡❤r❡r❡♥ ❇✐❧❞❡r♥ ✉♠ ❞❛s ♠❛ss❡r❡✐❝❤❡ ❖❜❥❡❦t

❤❡r✉♠ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t ✇✐r❞✳ ❊s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ✉♠ ❡✐♥ ❇✐❧❞ ♠✐t ✈✐❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥

❙t❡r♥❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ✉♠ ❞❛s ❇✐❧❞ ✈♦♥ ❡✐♥ ✉♥❞ ❞❡♠s❡❧❜❡♥ ❙t❡r♥ ❬❊✐♥st❡✐♥ ❖♥❧✐♥❡✱ ❱❡r❜♦❣❡♥❡

▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ✷✵✶✵❪✳

❲❡♥♥ ❞✐❡ ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞q✉❡❧❧❡✱ ❞❛s ♠❛ss❡r❡✐❝❤❡ ❖❜❥❡❦t ✉♥❞ ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t❡r ✐❞❡❛❧❡ ❆✉s✲

r✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ●❡st❛❧t ❜❡s✐t③❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ st❛tt ❞❡♠ ❊✐♥st❡✐♥✲❑r❡✉③ ❡✐♥❡♥ ❊✐♥st❡✐♥✲❘✐♥❣

✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✳ ●✐❜t ❡s ❛✉❝❤ ♥✉r ❣❡r✐♥❣❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ♣❡r❢❡❦✲

t❡♥ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣✱ ❡rs❝❤❡✐♥t ❞❡r ❊✐♥st❡✐♥✲❘✐♥❣ ✉♥✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❬❙♣❡❦tr✉♠✱ ❊✐♥st❡✐♥✲❘✐♥❣

✷✵✶✹❪✳

✼



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✿ ❊✐♥st❡✐♥✲❘✐♥❣✱ ✈❡r✉rs❛❝❤t ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❧✐♥s❡♥❡✛❡❦t ❬❋✐s❝❤❡r
✷✵✶✻✱ ❙✳ ✽✵❪

✷✳✹ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ❛❧s ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r

●r❛✈✐t❛t✐♦♥

❯♠ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ③❡♥tr❛❧❡s Pr✐♥③✐♣ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱

✇✐r❞ ❢♦❧❣❡♥❞❡s ●❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✿

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✿ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✷✶❪

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻ ✐st ❛✉❢ ❞❡♠ ❧✐♥❦❡♥ ❇✐❧❞ ❡✐♥❡ ❘❛❦❡t❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❣r❛✲

✈✐t❛t✐♦♥s❢r❡✐❡♥ ❘❛✉♠ ❜❡✜♥❞❡t ✉♥❞ ♠✐t a = 9, 81m
s2

s❡♥❦r❡❝❤t ♥❛❝❤ ♦❜❡♥ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✳

❉✐❡ P❡rs♦♥ ✐♥ ❞❡r ❘❛❦❡t❡ ❧ässt ③✇❡✐ ❇ä❧❧❡ ❢❛❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▼❛ss❡ ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t

❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❛✉❢ ❞❡♥ ❇♦❞❡♥ ❢❛❧❧❡♥✱ ❞❛ ❞❡r ❘❛❦❡t❡♥❜♦❞❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇ä❧❧❡ ③✉ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✳

■♥ ❞❡♠ r❡❝❤t❡♥ ❇✐❧❞ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❡✐♥❡ P❡rs♦♥ ✐♥ ❡✐♥❡r r✉❤❡♥❞❡♥ ❘❛❦❡t❡ ✐♠ ●r❛✈✐t❛t✐✲

♦♥s❢❡❧❞ ❞❡r ❊r❞❡ ✉♥❞ ❧ässt ❡❜❡♥❢❛❧❧s ③✇❡✐ ❣❧❡✐❝❤ s❝❤✇❡r❡ ❇ä❧❧❡ ❢❛❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❦✉r③

❞❛r❛✉❢ ③✉ ❇♦❞❡♥ ❢❛❧❧❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ r❡✐♥ ❛✉s ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ③✉♠ ❘❛❦❡t❡♥❜♦❞❡♥

✽



❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡♥ ❇ä❧❧❡ ♥✐❝❤t ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ ♦❜ ♠❛♥ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ♥❛❝❤ ♦❜❡♥ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡♥

♦❞❡r ✐♥ ❞❡r r✉❤❡♥❞❡♥ ❘❛❦❡t❡ ❜❡✜♥❞❡t✱ ❞❛ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❞✐❡ ❇ä❧❧❡ ③✉r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐t ❛✉❢

❞❡♠ ❇♦❞❡♥ ❧❛♥❞❡♥✳ ❙♦♠✐t s✐♥❞ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙③❡♥❛r✐❡♥ ❡✐♥❛♥❞❡r äq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❉❛s ➘q✉✐✲

✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ❜❡s❛❣t ❛❧s♦✱ ❞❛ss ♠❛♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ♥✐❝❤t

✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ ❦❛♥♥✳

◆✉♥ st❡❧❧t ♠❛♥ s✐❝❤ ✈♦r✱ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❆✉❢③✉❣ ❜❡✜♥❞❡t ✉♥❞ ❞❡r ❇❛❧❧ ✉♥❞ ♠❛♥

s❡❧❜st s❝❤✇❡r❡❧♦s ✐st✳ ❆❧❧❡✐♥ ❛♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✱ ♦❜

♠❛♥ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞ ❜❡✜♥❞❡t ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳ ❉❡♥♥ ❡s ❦ö♥♥t❡ s❡✐♥✱ ❞❛ss ❞❡r

❆✉❢③✉❣ ✐♠ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞ ❞❡r ❊r❞❡ ♠✐t ❊r❞❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✱

s✐❝❤ ❛❧s♦ ✐♠ ❢r❡✐❡♥ ❋❛❧❧ ❜❡✜♥❞❡t✳ ❙♦♠✐t ❢ü❤❧t ♠❛♥ s✐❝❤ s❝❤✇❡r❡❧♦s✱ ♠❛♥ s♣ürt ❞❡♠♥❛❝❤

❦❡✐♥❡ ❙❝❤✇❡r❦r❛❢t ♠❡❤r✱ ♦❜✇♦❤❧ ♠❛♥ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞ ❜❡✜♥❞❡t✳ ✒▼✐t

❦❡✐♥❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛♥❤❛♥❞ ❦❡✐♥❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡s✱ s♦ ♣♦st✉❧✐❡rt❡ ❡r ❬❊✐♥st❡✐♥❪✱

❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ♦❜ ♠❛♥ s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♠ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢r❡✐❡♥ ❘❛✉♠ ♦❞❡r ✐♥

❡✐♥❡r ❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❑❛❜✐♥❡ ✐♠ ❙❝❤✇❡r❡❢❡❧❞ ❜❡✜♥❞❡t✏ ❬❊✐♥st❡✐♥ ❖♥❧✐♥❡✱ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣

✷✵✶✶❪✳ ❉✐❡ ❚rä❣❤❡✐ts❦r❛❢t ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ✐st ❛❧s♦ äq✉✐✈❛❧❡♥t ③✉r

❙❝❤✇❡r❦r❛❢t ✐♥ ❡✐♥❡♠ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✷✵✲✷✷✶❪✱

❬❇❛rt❡❧♠❛♥♥ ✉♥❞ ❆✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✸✻✲✸✼❪✱ ❬❊✐♥st❡✐♥ ❖♥❧✐♥❡✱ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ✷✵✶✶❪✳

❆✉s ❞✐❡s❡r ❊r❦❡♥♥t♥✐s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛s st❛r❦❡ ♦❞❡r ❛✉❝❤ ❞❛s s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❊✐♥st❡✐♥✬s❝❤❡

➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣✱ ❞❛s ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❧❛✉t❡t✿ ✒■♥ ❥❡❞❡♠ ❢r❡✐ ❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❣❡❧t❡♥

❞✐❡s❡❧❜❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡✱ ✇✐❡ s✐❡ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢r❡✐❡♥ P❤②s✐❦ ❣❡❧t❡♥

❬✳✳✳❪✏ ❬❡❜❞✳❪✳

❉❛s s❝❤✇❛❝❤❡ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥✐③✐♣ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss ③✇❡✐ ❑ör♣❡r ❛♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❖rt

✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r❡♥ ▼❛ss❡ ❣❧❡✐❝❤ s❝❤♥❡❧❧ ③✉ ❇♦❞❡♥ ❢❛❧❧❡♥✱ ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t✱ ❥❡❣❧✐❝❤❡ ❘❡✐✲

❜✉♥❣s❦rä❢t❡ ✇❡r❞❡♥ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t✳ ❉❡r ●r✉♥❞ ❤✐❡r❢ür ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ trä❣❡ ▼❛ss❡ ✉♥❞ ❞✐❡

s❝❤✇❡r❡ ▼❛ss❡ ❢ür ❥❡❞❡ ▼❛t❡r✐❡ ❡①❛❦t ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥✳ ❉✐❡ s❝❤✇❡r❡ ▼❛ss❡ ✐st ❞✐❡ ▼❛s✲

s❡✱ ❞✐❡ ✇✐r ✐♠ ❛❧❧tä❣❧✐❝❤❡♥ ▲❡❜❡♥ ❛❧s ●❡✇✐❝❤t ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✳ ❙✐❡ ✐st ❞❛❢ür ✈❡r❛♥t✇♦rt❧✐❝❤✱

❞❛ss ❡✐♥ ❑ör♣❡r ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ③✉ ❇♦❞❡♥ ❢ä❧❧t✳ ❉✐❡ trä❣❡ ▼❛ss❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✇✐❞❡rs❡t③t s✐❝❤

❞✐❡s❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❬❋✐s❝❤❡r ✷✵✶✻✱ ❙✳ ✺✸✲✺✺❪✱ ❬❊✐♥st❡✐♥ ❖♥❧✐♥❡✱ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ✷✵✶✶❪✳

❇✐s❤❡r ✇✉r❞❡ ❞❛s ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❡♥♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❇❡✲

s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ s✐♥❞ ♥✉r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞ ③✇❡✐ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ●röÿ❡♥✳

❉♦rt ✇❡r❞❡♥ ❑ör♣❡r t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❣❧❡✐❝❤ st❛r❦ ✉♥❞ ✐♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✳

■♥ ❞❡r ❘❡❛❧✐tät s✐♥❞ ❥❡❞♦❝❤ ❛❧❧❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞❡r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼ ❜❡✜♥❞❡t

s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❘❛❦❡t❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞✳ ❉✐❡ P❡rs♦♥ ✐♥ ❞❡r ❘❛❦❡t❡ ❧ässt ③✇❡✐ ❇ä❧❧❡

❢❛❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ❥❡❞♦❝❤ ❜❡✐ ❣❡♥❛✉❡r❡♠ ❍✐♥s❝❤❛✉❡♥ ♥✐❝❤t ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ③✉ ❇♦❞❡♥ ❢❛❧❧❡♥✱

s♦♥❞❡r♥ s✐❡ ♥ä❤❡r♥ s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t ❛♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❦r❛❢t ③✉♠ ❊r❞♠✐tt❡❧♣✉♥❦t ❣❡r✐❝❤✲

t❡t ✐st✳ ❉❛s ✐st ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ●❡③❡✐t❡♥❡✛❡❦t✳ ❉✉r❝❤ ✐❤♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ♦❜ ♠❛♥

s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞ ♦❞❡r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢r❡✐❡♥ ❘❛✉♠ ❜❡✜♥❞❡t ❬●❛ÿ♥❡r

✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✷✷❪✳

❉❛s ❛✉s ❞✐❡s❡r ❊r❦❡♥♥t♥✐s ✈❡r❜❡ss❡rt❡ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ❧❛✉t❡t ✇✐❡ ❢♦❧❣t✿ ✒■♥ ❥❡❞❡♠ ❢r❡✐

❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❇❡③✉❣ss②st❡♠ ❣❡❧t❡♥ ❞✐❡s❡❧❜❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡r ❙♣❡③✐❡❧❧❡♥

✾



❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❬✱❪ s♦❧❛♥❣❡ ●❡③❡✐t❡♥❦rä❢t❡ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✏ ❬❊✐♥st❡✐♥

❖♥❧✐♥❡✱ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ✷✵✶✶❪✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✿ ●❡③❡✐t❡♥❡✛❡❦t ❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✷✷❪

❯♠ ●❡③❡✐t❡♥❦rä❢t❡ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ❤❛t ❊✐♥st❡✐♥ ❡✐♥❡♥ ❚r✐❝❦ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✿

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ●❡s❛♠t❜✐❧❞ s♦ ✈❡r❦❧❡✐♥❡rt✱ ❞❛ss ❞❡r ❇♦❞❡♥✱ ❛✉❢ ❞❡♠ ❞✐❡ ❘❛❦❡t❡ st❡❤t✱

♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛❧s ❑✉❣❡❧♦❜❡r✢ä❝❤❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❛❧s ❧♦❦❛❧ ❡❜❡♥❡ ❋❧ä❝❤❡ ❛♥❣❡s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱

✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❇ä❧❧❡ s♦ ♥❛❤❡ ③✉s❛♠♠❡♥ ③✉ ❇♦❞❡♥ ❢❛❧❧❡♥✱ s♦❞❛ss s✐❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❢❛❧❧❡♥✱ s✐♥❞

❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙③❡♥❛r✐❡♥ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✭✻✮ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇✐❡❞❡r ✐❞❡♥t✐s❝❤ ❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳

▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✷✷✲✷✷✸❪✳

✷✳✺ ❊r❦❧är✉♥❣ ❞❡r ❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❊❜❡♥❢❛❧❧s s❡❤r ❡❧❡♠❡♥t❛r ✐♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡♥

❋❡❧❞❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ❙✐❡ ❞✐❡♥❡♥ ❞❛③✉✱ ❞✐❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ s♦❣❡♥❛♥♥✲

t❡♥ ❚❡♥s♦r❡♥ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ❡✐♥❡s s♦❧❝❤❡♥ ❚❡♥s♦rs ✐st✱ ❞❛ss ❡r ✭✐♠ ❋❛❧❧❡

❡✐♥❡s s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❱✐❡r❡r✲❚❡♥s♦rs✮ ③❡❤♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡rs❡t③t❀ s♦♠✐t st❡❧❧t ❡r ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡

❊r❧❡✐❝❤t❡r✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❞❛r✳ ▼✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ ❚❡♥s♦r❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥

❞❡r ❑rü♠♠✉♥❣ ✈♦♥ ❥❡❞❡♠ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ P✉♥❦t ❛✉s ✐♥ ❛❧❧❡ s❡❝❤s ❘❛✉♠r✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐✲

❜❡♥✱ ❛❧s♦ ♦❜❡♥✱ ✉♥t❡♥✱ ❧✐♥❦s✱ r❡❝❤ts✱ ✈♦r♥❡ ✉♥❞ ❤✐♥t❡♥✳ ❉❛ ❡✐♥ ❚❡♥s♦r ✐♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥

❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ③❡❤♥ ❊✐♥trä❣❡ ❤❛t✱ ❜❧❡✐❜❡♥ ♥♦❝❤ ✈✐❡r ❊✐♥trä❣❡ ❢ür ❞✐❡ ❩❡✐t ✉♥❞ ❊r✲

❤❛❧t✉♥❣ssät③❡ ü❜r✐❣✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✽ ✐st ❡✐♥ ♠❡tr✐s❝❤❡r ❚❡♥s♦r ηij ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛ ❞❡r

♠❡tr✐s❝❤❡ ❚❡♥s♦r ηij s②♠♠❡tr✐s❝❤ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❍❛✉♣t❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✐st✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❊✐♥✲

trä❣❡ ❧✐♥❦s ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❍❛✉♣t❞✐❛❣♦♥❛❧❡♥ ❛✉❝❤ ✇❡❣❣❡❧❛ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❙t❛tt ❞❡r ◆✉❧❧❡♥

✶✵



✉♥❞ ❊✐♥s❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❛✉❝❤ ❛♥❞❡r❡ ❊✐♥trä❣❡ ❞❡r ❘❛✉♠❦rü♠♠✉♥❣ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ st❡❤❡♥✳

▼❛♥ s❝❤r❡✐❜t ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❤✐♥✱ ❞✐❡ ❢ür ③❡❤♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❊✐♥trä❣❡ ✈❡rst❛♥❞❡♥

✇✐r❞✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✽✿ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❱✐❡r❡r✲❚❡♥s♦r ❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✸✽❪

❉✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ■❞❡❡ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❦❛♥♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❋❡❧❞❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡✲

s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❧❛✉t❡t✿

Gµν =
8πG

c4
· Tµν

❉❛❜❡✐ ❞✐❡♥t ❞❡r ❊✐♥st❡✐♥t❡♥s♦r Gµν ③✉r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❑rü♠♠✉♥❣✱ ❡r ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❛❧s♦

❞❡♥ ❲❡❣ ❞❡r ▼❛ss❡✳ ■♥ ✐❤♠ s✐♥❞ ❞✐❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❞❡s s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❱✐❡r❡r✲❚❡♥s♦rs

✈❡r❛r❜❡✐t❡t✳ ❉❡r ❊♥❡r❣✐❡✲■♠♣✉❧s✲❚❡♥s♦r Tµν ❜❡❡✐♥✢✉sst ❞✐❡ ❑rü♠♠✉♥❣ ✉♥❞ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t

❥❡❞❡ ❋♦r♠ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡✱ ❛❧s♦ ▼❛ss❡✱ ❉r✉❝❦ ✉♥❞ ❊♥❡r❣✐❡✳ ▼✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ✇✐r❞ ❞❡r

❊♥❡r❣✐❡✲■♠♣✉❧s✲❚❡♥s♦r ♠✐t ❞❡r ❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ 8πG
c4

✱ ✇♦❜❡✐ G ❞✐❡

●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡ ✉♥❞ c ❞✐❡ ▲✐❝❤t❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐st✳

▼✐t ❞✐❡s❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❤ätt❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡s ❯♥✐✈❡rs✉♠s ✉♥❞ ❞❡♥ ❇❡✲

❣✐♥♥ ❞❡s ❯♥✐✈❡rs✉♠s ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❯r❦♥❛❧❧ s❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ ❤❛t ❡r ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡

❑♦♥st❛♥t❡ Λ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ❞❛ ❡r ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❙t❛t✐❦ ❞❡s ❯♥✐✈❡rs✉♠s s✐❝❤❡r③✉st❡❧❧❡♥ ❣❧❛✉❜t❡✳

❉✐❡ ✈❡rä♥❞❡rt❡ ❋❡❧❞❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧❛✉t❡t ❞❛♥♥✿

Gµν + Λgµν =
8πG

c4
· Tµν

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❦♦s♠♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡ Λ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ ❞❡s ❱❛❦✉✉♠s ❜❡s❝❤r✐❡✲

❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ♠✐t ❞❡♠ ♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❚❡♥s♦r gµν ✇✐r❞ ❞❡r ③✇❡✐t❡

❙✉♠♠❛♥❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❚❡♥s♦r ❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✸✸✲✷✹✶❪✳

❊✐♥st❡✐♥ ❤❛t ✐♠ ◆❛❝❤❤✐♥❡✐♥ ❜❡r❡✉t✱ ❞✐❡ ❦♦s♠♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ③✉ ❤❛❜❡♥✳

❉❛❜❡✐ ❤ätt❡ ❡r ❞❡♥ ❚❡r♠ ♥✉r ❛♥❞❡rs ❜❡❣rü♥❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ▼✐tt❧❡r✇❡✐❧❡ ✐st ❞❡r ③✉sät③❧✐❝❤❡

❚❡r♠ ❛❧s ❦♦rr❡❦t ❛♥❡r❦❛♥♥t ❬❋❧✐❡ÿ❜❛❝❤ ✷✵✶✻✱ ❙✳ ✸✷✽❪✳

❙t❛tt ❞❡s ❊✐♥st❡✐♥t❡♥s♦rs ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ Rµν − 1
2
gµνR s❝❤r❡✐❜❡♥✳ Rµν ✐st ❞❡r ❘✐❝❝✐✲

❚❡♥s♦r✱ gµν ✐st ❞❡r ♠❡tr✐s❝❤❡ ❚❡♥s♦r ✉♥❞ R ❞❡r ❘✐❝❝✐✲❙❦❛❧❛r ❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r

✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✸✸✲✷✹✶❪✳

❲❛s ♠❛♥ ❛✉s ❞❡r ❊✐♥st❡✐♥s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧❡r♥❡♥ ❦❛♥♥✱ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ●❛ÿ♥❡r ✉♥❞

▼ü❧❧❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥✿ ✒❉✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ✐♠ ❘❛✉♠ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ s❛❣t ❞❡♠

✶✶



❘❛✉♠✱ ✇✐❡ ❡r s✐❝❤ ③✉ ❦rü♠♠❡♥ ❤❛t✱ ✇♦❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❑rü♠♠✉♥❣ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ❜❡st✐♠♠t✱ ✇✐❡

s✐❝❤ ❞✐❡ ❉✐♥❣❡ ③✉ ❜❡✇❡❣❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❲❡❝❤s❡❧s♣✐❡❧ ❜❡st✐♠♠t ✉♥s❡r❡ ❲❡❧t✏ ❬●❛ÿ♥❡r

✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✸✾❪✳

✷✳✻ ❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡♥ ❙②st❡♠

✷✳✻✳✶ ❊r❧ä✉t❡r✉♥❣ ❞❡r ❣r❛✈✐t❛t✐✈❡♥ ❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✿ ❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡r ❘❛❦❡t❡ ③✉ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❩❡✐t♣✉♥❦t❡♥
❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✺✵❪

❯♠ ❞✐❡ ❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡♥ ❙②st❡♠ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱ ✇✐r❞ ❢♦❧❣❡♥❞❡s

●❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t ❣❡♠❛❝❤t✿ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾ ✐st ❡✐♥❡ ❘❛❦❡t❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♠ ❣r❛✈✐t❛t✐✲

♦♥s❢r❡✐❡♥ ❘❛✉♠ ❜❡✜♥❞❡t✱ ③✉ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❩❡✐t♣✉♥❦t❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ■♥ ❞❡r ❘❛❦❡t❡ s✐♥❞

❛♥ ❞❡r ❙♣✐t③❡ ✉♥❞ ❛♠ ❇♦❞❡♥ ❞❡r ❘❛❦❡t❡ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡ ❯❤r ❛♥❣❡❜r❛❝❤t✱ ❞✐❡ s②♥❝❤r♦♥✐s✐❡rt

s✐♥❞✳ ❏❡❞❡ ❙❡❦✉♥❞❡ s❝❤✐❝❦❡♥ ❞✐❡ ❯❤r❡♥ ❡✐♥ ❩❡✐ts✐❣♥❛❧ ❛♥ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ❛♥❞❡r❡ ❯❤r✳ ❉✐❡

❧✐♥❦❡ ❘❛❦❡t❡ ✇✐r❞ ♥✐❝❤t ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✱ s♦♠✐t ✈❡r❣❡❤t ❞✐❡ ❩❡✐t ❢ür ❜❡✐❞❡ ❯❤r❡♥ ❣❧❡✐❝❤

s❝❤♥❡❧❧✳

◆✉♥ ✇✐r❞ ❞❛s ❚r✐❡❜✇❡r❦ ❞❡r ❘❛❦❡t❡ ❛♥❣❡③ü♥❞❡t✱ s✐❡ ✇✐r❞ ❛❧s♦ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r✲

❞❡♥ ❞✐❡ ❩❡✐ts✐❣♥❛❧❡ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ❣❡s❡♥❞❡t✳ ❩✉♥ä❝❤st ✇✐r❞ ♥✉r ❞✐❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r

✉♥t❡r❡♥ ❯❤r ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉❛ ❞✐❡ ❘❛❦❡t❡ ♥✉♥ ♥❛❝❤ ♦❜❡♥ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✱ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ P❤♦t♦✲

♥❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ♦❜❡r❡♥ ❯❤r ❛✉s❣❡s❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❡✐♥❡ ❡t✇❛s ❦❧❡✐♥❡r❡ ❙tr❡❝❦❡ ③✉rü❝❦✲

③✉❧❡❣❡♥ ❛❧s ✈♦r ❞❡r ❩ü♥❞✉♥❣✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡ ✉♥t❡r❡ ❯❤r ✢✐❡❣t ❞❡r ♦❜❡r❡♥ ❯❤r ♥✉♥ ❡♥t❣❡❣❡♥✳

❙♦♠✐t ❦♦♠♠t ❞❛s ❩❡✐ts✐❣♥❛❧ s❝❤♥❡❧❧❡r ❛♥ ❞❡r ✉♥t❡r❡♥ ❯❤r ❛♥ ❛❧s ③✉✈♦r✳ ❆✉s ❙✐❝❤t ❞❡r

✶✷



✉♥t❡r❡♥ ❯❤r ❣❡❤t ❞✐❡ ♦❜❡r❡ ❯❤r ❛❧s♦ s❝❤♥❡❧❧❡r✳ ❇❡✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❩❡✐ts✐❣♥❛❧ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤

❞✐❡ ❘❛❦❡t❡ ✇✐❡❞❡r ❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ✇❡✐t❡r ♦❜❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣❡♥ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

✐st ❞❡r ❲❡❣✉♥t❡rs❝❤✐❡❞ ♥✐❝❤t ❣❡♥❛✉s♦ ❣r♦ÿ ✇✐❡ ❜❡✐♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❩❡✐ts✐❣♥❛❧✱ s♦♥❞❡r♥

♥♦❝❤ ❣röÿ❡r✳ ❉✐❡ ✉♥t❡r❡ ❯❤r r❡❣✐str✐❡rt ❛❧s♦ ✇✐❡❞❡r✱ ❞❛ss ❞❛s ❩❡✐ts✐❣♥❛❧ s❝❤♥❡❧❧❡r ❜❡✐

✐❤r ❛♥❦♦♠♠t ❛❧s ③✉✈♦r✳ ❆✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ♦❜❡r❡♥ ❯❤r ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt ❞❛s ❣❡♥❛✉ ✉♠❣❡❦❡❤rt✳

❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ❞✐❡ ❘❛❦❡t❡ ♥❛❝❤ ♦❜❡♥✱ ❤❛t ❞❛s P❤♦t♦♥✱ ❞❛s ✈♦♥ ❞❡r ✉♥t❡r❡♥ ❯❤r ❛✉s❣❡✲

s❡♥❞❡t ✇✐r❞✱ ❡✐♥❡♥ ❧ä♥❣❡r❡♥ ❲❡❣ ③✉rü❝❦③✉❧❡❣❡♥ ❛❧s ③✉✈♦r✳ ❙♦♠✐t ❦♦♠♠t ❞❛s ❩❡✐ts✐❣♥❛❧

✈❡rs♣ät❡t ❜❡✐ ❞❡r ♦❜❡r❡♥ ❯❤r ❛♥✳ ❉✐❡ ✉♥t❡r❡ ❯❤r ❣❡❤t ❛❧s♦ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ♦❜❡r❡♥ ❯❤r

❧❛♥❣s❛♠❡r✳ ❉✐❡ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❛❜✇❡✐❝❤❡♥❞❡♥ ❯❤r③❡✐t❡♥ s✐♥❞ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾ ③✉

s❡❤❡♥✳

❲✐r❞ ♥✉♥ ❞❛s ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥✱ ✐st ❞❛s ❙③❡♥❛r✐♦ ✐♥ ❞❡r ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡♥

❘❛❦❡t❡ ✐❞❡♥t✐s❝❤ ③✉ ❞❡♠ ❙③❡♥❛r✐♦ ✐♥ ❞❡♠ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞ ❞❡r ❊r❞❡✱ ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t✱ ❞✐❡

❘❛❦❡t❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ♠✐t ❊r❞❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❘❛❦❡t❡ ❞❡♠♥❛❝❤ s❡♥❦r❡❝❤t ❛✉❢

❞❡r ❊r❞♦❜❡r✢ä❝❤❡ st❡❤❡♥ ✇ür❞❡✱ ❣❡❤t ❞✐❡ ❯❤r ❛♠ ❇♦❞❡♥ ❞❡r ❘❛❦❡t❡✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❯❤r✱ ❞✐❡

s✐❝❤ ♥ä❤❡r ❛♥ ❞❡r ❊r❞♦❜❡r✢ä❝❤❡ ❜❡✜♥❞❡t✱ ❧❛♥❣s❛♠❡r ❛❧s ❞✐❡ ❯❤r✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛♥ ❞❡r ❙♣✐t③❡

❞❡r ❘❛❦❡t❡ ❜❡✜♥❞❡t✳ ●r❛✈✐t❛t✐✈❡ ❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❜❡❞❡✉t❡t ❛❧s♦✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩❡✐t ✐♥ ❡✐♥❡♠

stär❦❡r❡♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞ ❧❛♥❣s❛♠❡r ✈❡r❣❡❤t ❛❧s ✐♥ ❡✐♥❡♠ s❝❤✇ä❝❤❡r❡♥ ❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳

▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✹✾✲✷✺✶❪✳

✷✳✻✳✷ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❢ür ●P❙✲❙②st❡♠❡

❇❡✐ ●P❙✲❙②st❡♠❡♥ ✐st ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✇❡❣③✉❞❡♥❦❡♥✳

❆t♦♠✉❤r❡♥✱ ❞✐❡ ü❜❡r ❞❡r ❊r❞❡ ✐♥ ❙❛t❡❧❧✐t❡♥ ✈❡r❜❛✉t s✐♥❞✱ s❡♥❞❡♥ r❡❣❡❧♠äÿ✐❣ ❩❡✐ts✐❣♥❛✲

❧❡ ③✉r ❊r❞❡✱ ❞✐❡ ❞❛♥♥ ✈♦♥ ❊♠♣❢ä♥❣❡r♥ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥

❞❡♥ ❙❛t❡❧❧✐t❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠ ❊♠♣❢ä♥❣❡r ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❲✐❡ ✐♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ❜❡r❡✐ts

❤❡r❛✉s❣❡❛r❜❡✐t❡t✱ ❣❡❤❡♥ ❞✐❡s❡ ❆t♦♠✉❤r❡♥ s❝❤♥❡❧❧❡r ❛❧s ❞✐❡ ❯❤r❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡r ❊r❞✲

♦❜❡r✢ä❝❤❡ ❜❡✜♥❞❡♥✱ ❞❛ ❞❛s ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞ ❛♠ ❖rt ❞❡r ❆t♦♠✉❤r❡♥ ❣❡r✐♥❣❡r ✐st✳ ❉✐❡s❡

③✇❛r ❣❡r✐♥❣❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❢ür ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥s❢ä❤✐❣❦❡✐t ❞❡r ●P❙✲❙②st❡♠❡ ❞❡♥♥♦❝❤ ✈♦♥

❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❡r ❇❡❞❡✉t✉♥❣✳ ❋ür ❙❛t❡❧❧✐t❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✷✵✳✵✵✵ ❑✐❧♦♠❡t❡r ü❜❡r ❞❡r ❊r❞❡ ❜❡✲

✜♥❞❡♥✱ ❜❡❞❡✉t❡t ❞❛s ❡✐♥❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ✹✺ ▼✐❦r♦s❡❦✉♥❞❡♥ ♣r♦ ❚❛❣✱ ✉♠ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡

❙❛t❡❧❧✐t❡♥✉❤r❡♥ s❝❤♥❡❧❧❡r ❣❡❤❡♥✳

❯♠ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ♣r♦ ❚❛❣ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣

❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✿

c =
s

t
| · t

s = c · t
s = 3 · 108m

s
· 45 · 10−6s

s ≈ 11, 4 km

◆❛❝❤ ❡✐♥❡r ❲♦❝❤❡ ✇ür❞❡ s✐❝❤ ❛❧s♦ s❝❤♦♥ ❡✐♥❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ✽✵ ❑✐❧♦♠❡t❡r♥ ❡r❣❡❜❡♥✳

✶✸



▲❛✉t ❞❡r s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐täst❤❡♦r✐❡ ❣❡❤❡♥ ❜❡✇❡❣t❡ ❯❤r❡♥ ❧❛♥❣s❛♠❡r✳ ❲✐r❞ ❞✐❡s❡r r❡✲

❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❊✛❡❦t ♠✐t❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱ ❣❡❤❡♥ ❞✐❡ ❙❛t❡❧❧✐t❡♥✉❤r❡♥ ✉♠ ✸✽ ▼✐❦r♦s❡❦✉♥❞❡♥

♣r♦ ❚❛❣ s❝❤♥❡❧❧❡r ❛❧s ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡r ❊r❞❡✳ ❊①♣❡rt❡♥ ♠üss❡♥ ❞✐❡s❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❦♦rr✐❣✐❡r❡♥✱

✐♥❞❡♠ s✐❡ ❞✐❡ ❙❛t❡❧❧✐t❡♥✉❤r❡♥ ✉♠ ✸✽ ▼✐❦r♦s❡❦✉♥❞❡♥ ❧❛♥❣s❛♠❡r ❧❛✉❢❡♥ ❧❛ss❡♥ ❛❧s ❞✐❡

❯❤r❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❊r❞❡ ❬◗✉❛♥t❡♥✇❡❧t ✷✵✶✻❪✱ ❬❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t✳❞❡ ✷✵✶✺❪✳

✸ P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣

✸✳✶ ❊r❦❧är✉♥❣ ❞❡r P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣

❉✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ✇✉r❞❡ ❞✉r❝❤ ✈✐❡❧❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✉♥❞ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥

❜❡stät✐❣t✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡ ❞❡r ③❛❤❧r❡✐❝❤❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❇❡stät✐❣✉♥❣❡♥ ✐st ❞✐❡

r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣ ❞❡s ▼❡r❦✉r✳ ❉❛s ❡rst❡ ❑❡♣❧❡rs❝❤❡ ●❡s❡t③ ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss s✐❝❤

❛❧❧❡ P❧❛♥❡t❡♥ ✐♥ ✉♥s❡r❡♠ ❙♦♥♥❡♥s②st❡♠ ❛✉❢ ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡♥ ❇❛❤♥❡♥ ❜❡✇❡❣❡♥✱ ✐♥ ❞❡r❡♥ ❡✐♥❡♥

❇r❡♥♥♣✉♥❦t ❞✐❡ ❙♦♥♥❡ ❧✐❡❣t✳ ❉❛s P❡r✐❤❡❧ ❞❡s ▼❡r❦✉r✱ ❛❧s♦ ❞❡r s♦♥♥❡♥♥ä❝❤st❡ P✉♥❦t✱

❞r❡❤t s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡s ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts✳ ❉✐❡ P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵

❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵✿ ❘♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ▼❡r❦✉r ✉♠ ❞✐❡ ❙♦♥♥❡✳ ■♥ ❜❧❛✉ ✐st ❞❛s P❡r✐❤❡❧ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥
❇❛❤♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛ ❞❛s P❡r✐❤❡❧ ♥✐❝❤t ♦rts❢❡st ✐st✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ❛✉❝❤ ✈♦♥
❞❡r P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣✳ ❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✻✸❪

❇❡♦❜❛❝❤t❡t ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❲❡rt ✈♦♥ 574, 6 ❇♦❣❡♥s❡❦✉♥❞❡♥ ♣r♦ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt✳ ❉✐❡ ❛♥❞❡r❡♥

P❧❛♥❡t❡♥✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❱❡♥✉s ✉♥❞ ❏✉♣✐t❡r✱ ✇✐r❦❡♥ ❡✐♥❡ ❆♥③✐❡❤✉♥❣s❦r❛❢t ❛✉❢ ❞❡♥ ▼❡r❦✉r

❛✉s ✉♥❞ ❧❡♥❦❡♥ ✐❤♥ s♦♠✐t ❜❡✐ ❥❡❞❡♠ ❯♠❧❛✉❢ ✉♠ ❞✐❡ ❙♦♥♥❡ ❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ❛❜✳ ❉❡r ♠✐t

❞✐❡s❡r ❑♦rr❡❦t✉r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❲❡rt ❧✐❡❣t ❜❡✐ 531, 6 ❇♦❣❡♥s❡❦✉♥❞❡♥✱ ❡r ✇❡✐❝❤t ❛❧s♦ ✈♦♠

✶✹



❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❲❡rt ❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ❛❜✳ ❊rst ♠✐t ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❧ässt s✐❝❤

❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ✉♥❣❡❢ä❤r 43 ❇♦❣❡♥s❡❦✉♥❞❡♥ ❡r❦❧är❡♥✳

❉✐❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s✇✐r❦✉♥❣ ❞❡r ❙♦♥♥❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ▼❡r❦✉r ✈❛r✐✐❡rt ❥❡ ♥❛❝❤ s❡✐♥❡r P♦s✐t✐♦♥ ✐♥

s❡✐♥❡r ❯♠❧❛✉❢❜❛❤♥✳ ❲❡♥♥ ❞❡r ▼❡r❦✉r ❞❡r ❙♦♥♥❡ ✐♠ P❡r✐❤❡❧ s❡❤r ♥❛❤❡ ❦♦♠♠t✱ ✇✐r❞ ❡r

✈♦♥ ❡✐♥❡♠ stär❦❡r❡♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞ ❞❡r ❙♦♥♥❡ ❜❡❡✐♥✢✉sst✳ ❉❛❞✉r❝❤ tr❡t❡♥ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✲

✈✐st✐s❝❤❡♥ ❊✛❡❦t❡ ✈❡rstär❦t ❛✉❢✱ ✇❛s ❞❛③✉ ❢ü❤rt✱ ❞❛ss ❞❡r ▼❡r❦✉r stär❦❡r ✈♦♥ s❡✐♥❡♠

✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❑✉rs ❛❜❣❡❧❡♥❦t ✇✐r❞✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ❞❛③✉ ✐st ❞❛s ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞ ❞❡r

❙♦♥♥❡ s❝❤✇ä❝❤❡r✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❞❡r ▼❡r❦✉r ✐♠ ❆♣❤❡❧✱ ❞❡♠ s♦♥♥❡♥❢❡r♥st❡♥ P✉♥❦t s❡✐♥❡r

❇❛❤♥✱ ❜❡✜♥❞❡t✱ ✉♥❞ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❊✛❡❦t❡ s✐♥❞ ✇❡♥✐❣❡r ❛✉s❣❡♣rä❣t✳ ❙♦♠✐t ❦♦♠♠t

❞✐❡ P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣ ♥✉r ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❊❧❧✐♣s❡♥❜❛❤♥ ③✉st❛♥❞❡ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❑r❡✐s✲

❜❛❤♥✳ ❉❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊r❞❡ ♥❛❤❡③✉ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❑r❡✐s❜❛❤♥ ❜❡✇❡❣t✱ ❜❡trä❣t ❞❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❲❡rt

❢ür ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈✐sts✐❝❤❡ P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣ ❞❡r ❊r❞❡ ♥✉r 3, 8 ❇♦❣❡♥s❡❦✉♥❞❡♥ ♣r♦ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt

❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✻✷✲✷✻✸❪✱ ❬P❤②s✐❦✲❙❝❤✉❧❡ ✷✵✶✵❪✳

✸✳✷ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣ ❞❡s ▼❡r❦✉r

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✶ ✐st ❞✐❡ ❯♠❧❛✉❢❜❛❤♥ ❞❡s ▼❡r❦✉r ✉♠ ❞✐❡ ❙♦♥♥❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛❜❡✐ ✐st r−
❞❡r P❡r✐❤❡❧❛❜st❛♥❞ ✉♥❞ r+ ❞❡r ❆♣❤❡❧❛❜st❛♥❞✳ Φ ✐st ❞❡r ♠♦♠❡♥t❛♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ❞❡s ▼❡r❦✉r

✐♠ P♦❧❛r❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠✱ ✈♦♥ ❞❡♠ ❞❡r ♠♦♠❡♥t❛♥❡ ❘❛❞✐✉s r(Φ) ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st✳ Φ+ ✐st

❞❡r ❲✐♥❦❡❧✱ ✉♥t❡r ❞❡♠ r+ ❡rs❝❤❡✐♥t✱ ✉♥❞ Φ− ❞❡r ❲✐♥❦❡❧✱ ✉♥t❡r ❞❡♠ r− ❡rs❝❤❡✐♥t✳

r(Φ) P❡r✐❤❡❧

❙♦♥♥❡

▼❡r❦✉r

r+ r−Φ

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✶✿ P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣ ❞❡s ▼❡r❦✉r ❬✈❣❧✳ ❋❧✐❡ÿ❜❛❝❤ ✷✵✶✻✱ ❙✳ ✶✺✸❪

❋ür ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s ③✇✐s❝❤❡♥ r+ ✉♥❞ r− ❣✐❧t ❢♦❧❣❡♥❞❡s ■♥t❡❣r❛❧✿

Φ+ − Φ− =

r+✂

r−

dr

r2

√

A(r)

K(r)
=

r+✂

r−

dr
dΦ

dr
, ✭✶✮

wobei K (r) =
F 2

B(r)l2
− 1

r2
− c2

l2
✭✷✮

❉❛❜❡✐ s✐♥❞ B(r) ✉♥❞ A(r) ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✐♥ ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞❢♦r♠ ❞❡r ❙❝❤✇❛r③s❝❤✐❧❞✲▼❡tr✐❦

✉♥❞ F ✉♥❞ l ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡♥✳ ❊✐♥ ❇❛❤♥❞✉r❝❤❧❛✉❢ ❜❡❣✐♥♥t ❜❡✐ r− ❜③✇✳ Φ− ✱ ❣❡❤t

ü❜❡r r+ ❜③✇✳ Φ+ ✉♥❞ ❡♥❞❡t ✇✐❡❞❡r ❜❡✐ r−✳

✶✺



❉✐❡ ❲✐♥❦❡❧ä♥❞❡r✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❇❛❤♥❞✉r❝❤❧❛✉❢ ❧ässt s✐❝❤ ♠✐t 2(Φ+ − Φ−)

❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❲är❡ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ä♥❞❡r✉♥❣ 2π✱ ✇❛s ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❊❧❧✐♣s❡♥❜❛❤♥ ❞❡r ❋❛❧❧ ✐st✱ ❞❛♥♥

❤ätt❡ ❞❛s P❡r✐❤❡❧ s❡✐♥❡ P♦s✐t✐♦♥ ♥✐❝❤t ✈❡rä♥❞❡rt✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❊❧❧✐♣s❡ ❣✐❧t ❛❧s♦✿

2 (Φ+ − Φ−) = 2π

❯♠ ❤❡r❛✉s③✉✜♥❞❡♥✱ ✇✐❡ ❣r♦ÿ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ä♥❞❡r✉♥❣ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ ❯♠❧❛✉❢

❜❡✐♠ ▼❡r❦✉r t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✐st✱ s❡t③t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣ ❛♥✿ ∆Φ = 2 (Φ+ − Φ−)−
2π

❆♥ P❡r✐❤❡❧ ✉♥❞ ❆♣❤❡❧ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❘❛❞✐✉s ♠✐t ❞❡♠ ❲✐♥❦❡❧ ✭❧♦❦❛❧❡s

❊①tr❡♠✉♠✮✱ ❡s ❣✐❧t ❛❧s♦✿ ❜❡✐ r = r± :
(
dr
dΦ

)

r±
= 0 ✱ s♦♠✐t ❣✐❧t ✉♠❣❡❦❡❤rt✿ dΦ

dr
→

∞ (r → r±) ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✐st ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✶✮ K (r±) = 0✳ ❉❛♠✐t K (r±) ♥✉❧❧ ✇❡r❞❡♥

❦❛♥♥✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❇rü❝❤❡ F 2

B(r)l2
✉♥❞ 1

r2
− c2

l2
❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ s❡✐♥✳

❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ✭✷✮✿

F 2

l2B±
=

1

r2±
+

c2

l2
| − c2

l2
| · B±

F 2

l2
− c2 · B±

l2
=

B±
r2±

◆✉♥ ✇✐r❞ ❢ür ❞✐❡ ❡①tr❡♠❛❧❡♥ ●röÿ❡♥ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❉✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ●röÿ❡ ✇✐r❞

❛❧s♦ ✈♦♥ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ●röÿ❡ s✉❜tr❛❤✐❡rt✳

B+

r2+
− B−

r2−
=

(
F 2

l2
− c2 · B+

l2

)

−
(
F 2

l2
− c2 · B−

l2

)

❉✉r❝❤ ❆✉✢ös❡♥ ❞❡r ❑❧❛♠♠❡r♥ ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡s ❆✉s❦❧❛♠♠❡r♥ s♦✇✐❡ ❇✐❧❞❡♥ ❡✐♥❡s

❉♦♣♣❡❧❜r✉❝❤s ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥✿

B+

r2+
− B−

r2−
= −c2

l2
· (B+ − B−) | ·

(

− 1

B+ − B−

)

−
(

B+

r2+ · (B+ − B−)
− B−

r2− · (B+ − B−)

)

=
c2

l2

c2

l2
= −

B+

r2
+

− B−

r2
−

B+ − B−

◆✉♥ ✇✐r❞ ♠✐t r2+ · r2− ❡r✇❡✐t❡rt✱ ✉♠ r2+ ❜③✇✳ r2− ❦ür③❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✿

c2

l2
= − B+r

2
− − B−r

2
+

r2+r
2
− · (B+ − B−)

❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥✉♥ ♠✐t 1
B+·B−

❡r✇❡✐t❡rt ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❞❛s ▼✐♥✉s ✐♥ ❞❡♥ ❇r✉❝❤ ❤✐♥❡✐♥✲

✶✻



③✐❡❤t✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣✿

c2

l2
= −

r2
−

B−
− r2

+

B+

r2+r
2
− ·

(
1

B−
− 1

B+

)

c2

l2
=

r2
−

B−
− r2

+

B+

r2+r
2
− ·

(
1

B+
− 1

B−

) ✭✸✮

❯♠ s♣ät❡r ✐♥ K (r) ❛✉❝❤ F 2

l2
❡rs❡t③❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

F 2

l2B±
= 1

r2
±

+ c2

l2
❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ✉♠❣❡❢♦r♠t✿

F 2

l2

(
1

B+

− 1

B−

)

=

(
1

r2+
+

c2

l2

)

−
(

1

r2−
+

c2

l2

)

F 2

l2

(
1

B+

− 1

B−

)

=
1

r2+
− 1

r2−
| :

(
1

B+

− 1

B−

)

F 2

l2
=

1
r2
+

− 1
r2
−

1
B+

− 1
B−

◆❛❝❤ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ♠✐t r2+r
2
−✱ ✉♠ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❦ür③❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r✿

F 2

l2
=

r2− − r2+

r2+r
2
−

(
1

B+
− 1

B−

) ✭✹✮

◆✉♥ ✇❡r❞❡♥ c2

l2
✉♥❞ F 2

l2
✐♥ K(r) ❛✉s ✭✷✮ ❞✉r❝❤ ✭✸✮ ✉♥❞ ✭✹✮ ❡rs❡t③t✿

K (r) =
F 2

l2
1

B(r)
− 1

r2
− c2

l2

✭✹✮✭✸✮
=

r2− − r2+

r2+r
2
−

(
1

B+
− 1

B−

)
1

B (r)
− 1

r2
−

r2
−

B−
− r2

+

B+

r2+r
2
− ·

(
1

B+
− 1

B−

)

=

r2
−

B(r)
− r2

+

B(r)

r2+r
2
−

(
1

B+
− 1

B−

) − 1

r2
−

r2
−

B−
− r2

+

B+

r2+r
2
− ·

(
1

B+
− 1

B−

)

❯♠ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ③✉ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ③✇❡✐ ❣r♦ÿ❡♥ ❇rü❝❤❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥

❇r✉❝❤str✐❝❤ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✉♥❞ r2− ✉♥❞ r2+ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❛✉s❣❡❦❧❛♠♠❡rt✿

K (r) =
r2−

(
1

B(r)
− 1

B−

)

− r2+

(
1

B(r)
− 1

B+

)

r2+r
2
−

(
1

B+
− 1

B−

) − 1

r2
✭✺✮

❩✉r ✇❡✐t❡r❡♥ ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❘♦❜❡rts♦♥✲❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✳ ❇❡✐ ❞❡r ❘♦❜❡rts♦♥✲

✶✼



❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❡✐♥❡ s❝❤✇❛❝❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐✈❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ s♦✇✐❡ ❡✐♥❡ ❤♦♠♦❣❡✲

♥❡ ▼❛ss❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ❬❋❧✐❡ÿ❜❛❝❤ ✷✵✶✻✱ ❙✳ ✶✸✷✲✶✸✸✱ ✶✺✷✕✶✺✸❪✱ ❬●♦❡t❤❡✲

❯♥✐✈❡rs✐tät ❋r❛♥❦❢✉rt ✷✵✷✵❪✳ ❙✐❡ ❧❛✉t❡t✿

A(r) = 1 + γ
rs

r
+ ...

B(r) = 1− rs

r
+

β − γ

2

(rs

r

)2

+ ...

1

B(r)
= 1 +

rs

r
+
(rs

r

)2

(1− β − γ

2
)

︸ ︷︷ ︸

=η

+... ✭✻✮

❉❛❜❡✐ ✐st rs ❞❡r ❙❝❤✇❛r③s❝❤✐❧❞r❛❞✐✉s✱ ❞❡r ❞✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ●r❡♥③❡ ❡✐♥❡s s❝❤✇❛r③❡♥ ▲♦❝❤❡s

❜❡s❝❤r❡✐❜t✳ γ ✉♥❞ β s✐♥❞ ③✉♥ä❝❤st ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥✳ ❙✐❡ ♥❡❤♠❡♥

❢ür ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡

❲❡rt❡ ❛♥✳ ❉❡r ❲❡rt ❢ür ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ✇✐r❞ s♣ät❡r ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳

❉✉r❝❤ ❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡r ❘♦❜❡rts♦♥✲❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❢ür 1
B(r)

❜✐s ③✉r ✶✳ ❖r❞♥✉♥❣ ✐♥ ✭✺✮ ❡r❣✐❜t

s✐❝❤✿

K(r) = C

(
rs

r−
− rs

r

)(
rs

r
− rs

r+

)

✭✼✮

❉❛❜❡✐ ✐st rs ❞❡r ❙❝❤✇❛r③s❝❤✐❧❞r❛❞✐✉s ✉♥❞ ❈ ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡✱ ✐♥ ❞❡r sä♠t❧✐❝❤❡ ✈♦♥ r

✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❋❛❦t♦r❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥✳

❋ür r → ∞ ❣✐❧t✿ K(r)
✭✼✮→ −C

r2
s

r+r−
✉♥❞ 1

B(r)
→ 1✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ✭✺✮✿

K(r) →
r2−

(

1− 1
B−

)

− r2+

(

1− 1
B+

)

r2+r
2
−

(
1

B+
− 1

B−

) ✭✽✮

❆✉s ❞❡♠ ●r❡♥③✇❡rt K(r) → −C
r2
s

r+r−
❧❡✐t❡♥ ✇✐r ❞✉r❝❤ ▼✉❧t♣❧✐❦❛t✐♦♥ ♠✐t −r+r− ❛❜✿

K (r) · (−r+r−) → Cr2s

■♥ K(r) ❦❛♥♥ ♥✉♥ ❞❡r ❇r✉❝❤ ❛✉s ✭✽✮ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür s❡❤r ❣r♦ÿ❡ r ❣✐❧t ❞❛♠✐t✿

Cr2s
✭✽✮
=

r2−

(

1− 1
B−

)

− r2+

(

1− 1
B+

)

r2+r
2
−

(
1

B+
− 1

B−

) · (−r+r−)

=
r2+

(

1− 1
B+

)

− r2−

(

1− 1
B−

)

r+r−

(
1

B+
− 1

B−

)

◆✉♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❘♦❜❡rts♦♥✲❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❜✐s ③✉r ✷✳ ❖r❞♥✉♥❣ ❢ür 1
B(r)

❛✉❢ r± ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✿

✶✽



Cr2s =
r2+

[

1−
(

1 + rs
r+

+ r2
s

r2
+

· η
)]

− r2−

[

1−
(

1 + rs
r−

+ r2
s

r2
−

· η
)]

r+r−

[(

1 + rs
r+

+ r2
s

r2
+

· η
)

−
(

1 + rs
r−

+ r2
s

r2
−

· η
)]

=
r2+

(

− rs
r+

− r2
s

r2
+

· η
)

− r2−

(

− rs
r−

− r2
s

r2
−

· η
)

r+r−

(
rs
r+

+ r2
s

r2
+

· η − rs
r−

− r2
s

r2
−

· η
)

=
−r+rs − r2sη + rs + r−rs + r2sη

r+r−

(
rs
r+

+ r2
s

r2
+

· η − rs
r−

− r2
s

r2
−

· η
)

◆✉♥ ✇✐r❞ rs ❛✉s❣❡❦❧❛♠♠❡rt ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✉♠❣❡❢♦r♠t s♦✇✐❡ ❣❡❦ür③t✿

Cr2s =
rs (−r+ − ηrs + r− + ηrs)

r+r−

(
rs
r+

+ η
r2
s

r+
− rs

r−
− η

r2
s

r2
−

)

=
rs (r− − r+)

r+r−

[

ηr2s

(
1
r2
+

− 1
r2
−

)

+ rs
r+

− rs
r−

]

❆❧s ◆ä❝❤st❡s ✇✐r❞ ✐♠ ◆❡♥♥❡r 1
r2
+

♠✐t r2− ❡r✇❡✐t❡rt ✉♥❞ 1
r2
−

♠✐t r2+ ❡r✇❡✐t❡rt✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡

❜❡✐❞❡♥ ❇rü❝❤❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❇r✉❝❤str✐❝❤ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ■♠ ◆❡♥♥❡r ✇✐r❞ ✐♠

③✇❡✐t❡♥ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ rs ❛✉s❣❡❦❧❛♠♠❡rt ✉♥❞ ✇✐❡ ✐♠ ❡rst❡♥ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ❡r✇❡✐t❡rt✳

Cr2s = rs
r− − r+

r+r−

[

ηr2s

(
r2
−
−r2

+

r2
+
r2
−

)

+ rs

(
r−−r+
r+r−

)]

= rs
r− − r+

ηr2s
r+r−(r2−−r2

+)
r2
+
r2
−

+ rs
r+r−(r−r+)

r+r−

= rs
r− − r+

rs (r− − r+) + ηr2s
r2
−
−r2

+

r+r−

◆✉♥ ✇✐r❞ ✐♠ ◆❡♥♥❡r ❜❡✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ❞✐❡ ❞r✐tt❡ ❜✐♥♦♠✐s❝❤❡ ❋♦r♠❡❧ ❛♥❣❡✇❡♥✲

❞❡t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇❡r❞❡♥ (r− − r+) ✉♥❞ rs ❣❡❦ür③t✿

Cr2s = rs
r− − r+

rs (r− − r+) + ηr2s
(r−+r+)(r−−r+)

r+r−

=
1

1 + ηrs
r−+r+
r+r−

▼✐t ❞❡r ❚❛②❧♦r✲❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✭✈❣❧✳ ❆♥❤❛♥❣✮ 1
1+x

= 1− x+ ... ❢ür | x |≪ 1 ❜✐s ③✉r ❡rst❡♥

❖r❞♥✉♥❣ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür x = ηrs
r−+r+
r+r−

❬❘♦tt♠❛♥♥ ✶✾✾✸✱ ❙✳ ✶✶✾❪✿

✶✾



Cr2s ≈ 1− ηrs

r+r−
(r− + r+)

Cr2s = 1− η

(
rs

r+
+

rs

r−

)

✭✾✮

◆✉♥ ✇✐r❞ K(r) ❣❡♠äÿ ✭✼✮ ✐♥ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✶✮ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❋ür A(r) ✇✐r❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞✐❡

❘♦❜❡rts♦♥✲❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✳ ❙♦♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ä♥❞❡r✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥❞❡

●❧❡✐❝❤✉♥❣✿

Φ+ − Φ− =

r+✂

r−

dr

r2

√
√
√
√

1 + γ rs
r

C
(

rs
r−

− rs
r

)(
rs
r
− rs

r+

)

◆✉♥ ✇✐r❞ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ s✉❜st✐t✉✐❡rt✿ z = rs
r
, z± = rs

r±
✳ ❉❛❜❡✐ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡

❊rs❡t③✉♥❣ ✈♦♥ dr
r2

❞✉r❝❤ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ z = rs
r
❢♦❧❣❡♥❞❡s✿

z =
rs

r
| d
dr

dz

dr
= −rs

r2
| · dr

dz = −rs

r2
dr | : (−rs)

−dz

rs
=

dr

r2

− 1
√

r2s
dz =

dr

r2

❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❚❛②❧♦r✲❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣
√
1 + x = 1+ 1

2
x−✳✳✳ ❢ür x = γ rs

r
✱ ✇♦❜❡✐ | x |≪

1✱ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ❬❘♦tt♠❛♥♥ ✶✾✾✸✱ ❙✳ ✶✶✾❪✳ ❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣✿

Φ+ − Φ− ≈ − 1
√

Cr2s

z+✂

z−

dz
1 + γ

2
z

√

(z− − z) (z − z+)
✭✶✵✮

▼✐t ✭✾✮ ❦ö♥♥❡♥ ✇✐r ❛✉❝❤ ❞❡♥ ❱♦r❢❛❦t♦r ❞❡s ■♥t❡❣r❛❧s ✉♠❢♦r♠❡♥✿

− 1
√

Cr2s
= − 1

√

1− η (z+ + z−)

◆✉♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❚❛②❧♦r✲❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ 1√
1−x

= 1 + 1
2
x− ... ❢ür x = η (z+ + z−) ❢ür | x |≪ 1

❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ❬❡❜❞✳✱ ❙✳ ✶✶✾❪✿

− 1
√

Cr2s
= −

[

1 +
η

2
(z+ + z−)

]

✷✵



❆❧s ◆ä❝❤st❡s ✇✐r❞ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✶✵✮ ❞✉r❝❤ ❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡r ♦❜❡r❡♥ ✉♥❞ ✉♥t❡r❡♥ ●r❡♥③❡

✐♥ ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ❣❡❧öst✳ ■♠ ❆♥❤❛♥❣ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤❣❡✇✐❡s❡♥✱ ❞❛ss

❞❡r ❚❡r♠ − arcsin
(

z++z−−2z
|z+−z−|

)

+ γ

2

[

−
√

(z− − z) (z − z+)− z++z−
2

arcsin
(

z++z−−2z
|z+−z−|

)]

❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ■♥t❡❣r❛♥❞❡♥ ✐st✳

z+✂

z−

dz

√

1 + γ

2
z

(z− − z) (z − z+)
=

=

[

− arcsin

(
z+ + z− − 2z

| z+ − z− |

)

+
γ

2

[

−
√

(z− − z) (z − z+)−
z+ + z−

2
arcsin

(
z+ + z− − 2z

| z+ − z− |

)]]z+

z−

◆✉♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ♦❜❡r❡ ✉♥❞ ✉♥t❡r❡ ●r❡♥③❡ ✐♥ ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✉♥❞ ❞❡r ❚❡r♠

✇✐r❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t✳ ❇❡✐♠ ❊✐♥s❡t③❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ♠✉ss ❜❡❛❝❤t❡t

✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss r+ > r− ✉♥❞ s♦♠✐t z− > z+ ❣✐❧t✳

z+✂

z−

dz

√

1 + γ

2
z

(z− − z) (z − z+)
=

(

1 + γ
z+ + z−

4

)

[− arcsin (1) + arcsin (−1)]
︸ ︷︷ ︸

=−π

✭✶✶✮

❆✉s ✭✾✮✱ ✭✶✵✮ ✉♥❞ ✭✶✶✮ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ä♥❞❡r✉♥❣ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

Φ+ − Φ− ≈ π
[

1 +
η

2
(z+ + z−)

] [

1 +
γ

4
(z+ + z−)

]

❉❡r ❙❝❤✇❛r③s❝❤✐❧❞r❛❞✐✉s ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ✐♠ ▼✐❧❧✐♠❡t❡r✲❇❡r❡✐❝❤ ✉♥❞ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡ ✉♥❞

♠✐♥✐♠❛❧❡ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥ ❙♦♥♥❡ ③✉♠ ▼❡r❦✉r ❜❡trä❣t ♠❡❤r❡r❡ ▼✐❧❧✐♦♥❡♥ ❑✐❧♦♠❡t❡r✳ ❙♦✲

♠✐t ✐st z± = rs
r±

s❡❤r ❦❧❡✐♥✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s Pr♦❞✉❦t η

2
(z+ + z−) · γ

4
(z+ + z−)

✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❡♥ ✉♥❞ ❡r❤ä❧t

Φ+ − Φ− ≈ π

[

1 +
2η + γ

4
(z+ + z−)

]

❉✉r❝❤ ❘❡s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉♥❞ ❊✐♥s❡t③❡♥ ✈♦♥ η = 1− β−γ

2
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣✿

Φ+ − Φ− = π

[

1 +
2− β + 2γ

4

(
rs

r+
+

rs

r−

)]

❉✐❡s❡r ❆✉s❞r✉❝❦ ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐t✐♦♥ ❞❡r P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣ ∆Φ = 2 (Φ+ − Φ−) − 2π

❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣✿

∆Φ =
3π

2

(
rs

r+
+

rs

r−

)
2− β + 2γ

3

❋ür ❞❡♥ ▼❡r❦✉r ❣✐❧t✿
rs

r+
+

rs

r−
≈ 1, 064 · 10−7

▲❛✉t ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❣✐❧t✿ β = γ = 1 ✉♥❞ s♦♠✐t ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡

✷✶



P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣ ❞❡s ▼❡r❦✉r s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✿

∆Φ =
3π

2
· 1, 064 · 10−7 ≈ 5, 014 · 10−7

❯♠r❡❝❤♥✉♥❣ ✐♥s ●r❛❞♠❛ÿ✿ 2π ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ 360◦✱ s♦♠✐t ❡♥ts♣r✐❝❤t 1◦ ❞❡♠ ❲❡rt 2π
360

✐♠ ❇♦❣❡♥♠❛ÿ✳ ❊✐♥❡ ❇♦❣❡♥♠✐♥✉t❡ ✐st ❡✐♥ s❡❝❤③✐❣st❡❧ ❡✐♥❡s ●r❛❞❡s✱ ❛❧s♦ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡

❇♦❣❡♥♠✐♥✉t❡ 2π
360·60 ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❇♦❣❡♥s❡❦✉♥❞❡ 2π

360·3600 ❥❡✇❡✐❧s ✐♠ ❇♦❣❡♥♠❛ÿ✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t

s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣ ❞❡s ▼❡r❦✉r✿

∆Φ = 5, 014 · 10−7 ·
(
360 · 3600

2π

)′′

≈ 0, 103′′

❉❛ ❞❡r ▼❡r❦✉r ✉♥❣❡❢ä❤r ✹✶✺ ❙♦♥♥❡♥✉♠❧ä✉❢❡ ♣r♦ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ♠❛❝❤t✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

∆Φ · 415 ≈ 42, 92′′

❉❛♠✐t ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ 575 ❇♦❣❡♥s❡❦✉♥❞❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❛✉❢❣r✉♥❞

❞❡r ❙tör✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❛♥❞❡r❡ P❧❛♥❡t❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ 532 ❇♦❣❡♥s❡❦✉♥❞❡♥ ❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥✳

❊s ✇❛r ❛❧❧❡✐♥❡ ❊✐♥st❡✐♥s ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡✱ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❞❛s ▼②st❡r✐✉♠ ❞❡r

P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣ ❞❡s ▼❡r❦✉r ❛✉❢❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡ ❆❜✲

✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r 43 ❇♦❣❡♥s❡❦✉♥❞❡♥ ❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡ ❬●♦❡t❤❡✲❯♥✐✈❡rs✐tät ❋r❛♥❦❢✉rt

✷✵✷✵❪✳

✹ ❘ü❝❦❜❧✐❝❦ ✉♥❞ ♥❡✉❡ ❍♦r✐③♦♥t❡ ❞❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣

■♥ ❞✐❡s❡r ❙❡♠✐♥❛r❛r❜❡✐t ❤❛❜❡♥ ✇✐r ✉♥s ❡✐♥❣❡❤❡♥❞ ♠✐t ❢❛s③✐♥✐❡r❡♥❞❡♥ ❚❤❡♠❡♥ ❞❡r ❛❧❧✲

❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t ✖ ❞❡♥ ●r✉♥❞❛✉ss❛❣❡♥ ❞✐❡s❡r ❜❡❞❡✉t❡♥❞❡♥

❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❞❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣✳

❊✐♥st❡✐♥ ❧❡❤rt ✉♥s✱ ❞❛ss ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t ③✉ ❡✐♥❡♠ ❘❛✉♠③❡✐t✲❑♦♥t✐♥✉✉♠ ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✇❡r✲

❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✉♥❞ ❞❛ss ❞✐❡s❡s ✐♥ ❆♥✇❡s❡♥❤❡✐t ✈♦♥ ▼❛ss❡ ♦❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❣❡❦rü♠♠t ✇✐r❞✳

❆✉s ❞✐❡s❡r ❘❛✉♠③❡✐t✲❑rü♠♠✉♥❣ r❡s✉❧t✐❡rt ❞✐❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ♠❡❤r

♥✉r ❛❧s s✐♠♣❧❡ ❆♥③✐❡❤✉♥❣s❦r❛❢t ✈❡rst❛♥❞❡♥✱ s♦ ✇✐❡ ◆❡✇t♦♥ s✐❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❤❛t✳ ❊✐♥✲

st❡✐♥s ❚❤❡♦r✐❡ ❤❛t ✉♥s ❛✉ÿ❡r❞❡♠ ❞✐❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ s❝❤✇❛r③❡♥ ▲ö❝❤❡r♥ ❣❡❣❡❜❡♥ s♦✇✐❡

❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ♣rä③✐s❡r ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ss②st❡♠❡ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✳ ❊❜❡♥s♦ ❤❛❜❡♥ ✇✐r ❣❡❧❡r♥t✱

❞❛ss ♠❛♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❇❧✐❝❦ ♥✐❝❤t ③✇✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ✉♥❞ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✉♥t❡r✲

s❝❤❡✐❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ▼✐t ❞❡♠ ❊✐♥st❡✐♥t❡♥s♦r ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ♠✐t ❞❡r

❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ■❞❡❡ ✈♦♥ ❊✐♥st❡✐♥ ✐♥ ♥✉r ❡✐♥❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥

✉♥❞ ❞❛❜❡✐ ③❡❤♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡s❡ ❡✐♥❡ ❡rs❡t③t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r

r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ P❡r✐❤❡❧❞r❡❤❡✉♥❣ ✇✐r❞ ❣❡③❡✐❣t✱ ✇✐❡ ♣rä③✐s❡ ❊✐♥st❡✐♥s ❱♦r❤❡rs❛❣❡♥ ❡①♣❡✲

r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❡r❦❧är❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇♦ ♠✐t ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ P❤②s✐❦ ❞❡✉t❧✐❝❤❡

❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥✳

✷✷



❉✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ❧❡❤rt ✉♥s✱ ❞❛ss ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡♥ ♥✐❡♠❛❧s ✐♥

❙t❡✐♥ ❣❡♠❡✐ÿ❡❧t s✐♥❞✱ s♦♥❞❡r♥ st❡ts ✇❡✐t❡r❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✉♥❞ ✈❡r❜❡ss❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

❉✐❡s❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❤❛t ❞✐❡ ❚ür ③✉ ♥❡✉❡♥ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡♥ ❣❡ö✛♥❡t ✉♥❞

③✉ ✉♥③ä❤❧✐❣❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♥s♣✐r✐❡rt✱ ❞✐❡ ✉♥s❡r❡ ❙✐❝❤t ❛✉❢ ❞❛s

❯♥✐✈❡rs✉♠ ✈❡rt✐❡❢t ❤❛❜❡♥✳ ◆✉♥ ❧✐❡❣t ❡s ❛♥ ❞❡♥ ❋♦rs❝❤❡r♥✱ ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡ ✉♥❞

❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ✐♥ ❊✐♥❦❧❛♥❣ ③✉ ❜r✐♥❣❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❙✐♥♥❡ ♠❛r❦✐❡rt

❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ♥✐❝❤t ❞❛s ❊♥❞❡ ✉♥s❡r❡r ❙✉❝❤❡ ♥❛❝❤ ❊r❦❡♥♥t♥✐s✱ s♦♥✲

❞❡r♥ ✈✐❡❧♠❡❤r ❞❡♥ ❆♥❢❛♥❣ ♥❡✉❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣s❡r❣❡❜♥✐ss❡ ✉♥❞ ❚❤❡♦r✐❡♥✱ ❞✐❡

✉♥s ❞❛s ❯♥✐✈❡rs✉♠ ✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ♥♦❝❤ ❜❡ss❡r ✈❡rst❡❤❡♥ ❧❛ss❡♥ ❬❋✐s❝❤❡r ✷✵✶✻✱

❙✳✶✻✹❪✳

✷✸



✺ ❆♥❤❛♥❣

❚❛②❧♦r✲❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣

●❡❣❡❜❡♥ ✐st ❞✐❡ st❡t✐❣❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f (x) ✐♠ ■♥t❡r✈❛❧❧ [a, a+ h]✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ st❡t✐❣❡

❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❜✐s ③✉ ❖r❞♥✉♥❣ n − 1 s♦✇✐❡ ❞✐❡ n✲t❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✐♠ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥ ■♥t❡r✈❛❧❧

❜❡s✐t③t✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❚❛②❧♦r✲❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✿

f (a+ h) = f (a) +
h

1!
f ′ (a) +

h2

2!
f ′′ (a) +

h3

3!
f ′′′ (a) +

hn

n!
f (n) (a) + ...

❬❇r♦♥st❡✐♥ ✉✳ ❛✳ ✷✵✵✶✱ ❙✳ ✹✵✹❪✳

❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥

❯♠ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷ ❛✉❢ ❙✳ ✷✶ ③✉ ❧ös❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❞♦rt ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡ ❙t❛♠♠✲

❢✉♥❦t✐♦♥ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥✲❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ♥❛❝❤③✉✇❡✐s❡♥✳

❉✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♠ arcsin x ❧❛✉t❡t✿ d
dx

arcsin (x) = 1√
1−x2

✳

❯♠ ❞❡♥ ❚❡r♠
[

− arcsin
(

z++z−−2z
|z+−z−|

)

+ γ

2

[

−
√

(z− − z) (z − z+)− z++z−
2

arcsin
(

z++z−−2z
|z+−z−|

)]]

❛❜③✉❧❡✐t❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ◗✉♦t✐❡♥t❡♥r❡❣❡❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧ ♠❡❤r❢❛❝❤ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✳ ❉❡r

❛❜❣❡❧❡✐t❡t❡ ❚❡r♠ ❧❛✉t❡t ❞❛♥♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥✿

F ′ (x) =
−1

√

1−
(

z++z−−2z
|z+−z−|

)2
·
( −2

| z+ − z− |

)

+
γ

2

[

2z − z+ − z−
√

(z− − z) · (z − z+) · 2
+

z+ + z−
2

·

· (−1)
√

1−
(

z++z−−2z
|z+−z−|

)2
· (−2)

| z+ − z− |

]

❩✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✉♥❞ ❛✉s♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ❡r❣✐❜t s✐❝❤✿

F ′ (x) =
2

√

1−
(

z++z−−2z
|z+−z−|

)2

· | z+ − z− |
+

γ · (2z − z+ − z−)

4 ·
√

(z− − z) · (z − z+)
+

+
γ · (z+ + z−)

2 ·
√

1−
(

z++z−−2z
|z+−z−|

)2

· | z+ − z− |

❉❡r ❡rst❡ ❇r✉❝❤ ✇✐r❞ ♥✉♥ ♠✐t 2 ❡r✇❡✐t❡rt✱ s♦❞❛ss ❞❡r ❡rst❡ ✉♥❞ ❞❡r ❞r✐tt❡ ❇r✉❝❤ ③✉✲

s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

✷✹



F ′(x) =
4 + γ · (z+ + z−)

2 ·
√

1−
(

z++z−−2z
|z+−z−|

)2

· | z+ − z− |
+

γ · (2z − z+ − z−)

4 ·
√

(z− − z) · (z − z+)

◆✉♥ ✇✐r❞ ✐♠ ◆❡♥♥❡r ❞❡s ❡rst❡♥ ❇r✉❝❤s ❞✐❡ 1 ♠✐t | z+ − z− |2 ❡r✇❡✐t❡rt✱ ❞❛♠✐t s✐❡

❣❡♠❡✐♥s❛♠ ♠✐t ❞❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❇r✉❝❤ ✉♥t❡r ❞❡r ❲✉r③❡❧ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❇r✉❝❤str✐❝❤ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥

✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✿

F ′(x) =
4 + γ · (z+ + z−)

2 ·
√
(

|z+−z−|2−(z++z−−2z)2

|z+−z−|2

)

· | z+ − z− |
+

γ · (2z − z+ − z−)

4 ·
√

(z− − z) · (z − z+)

❏❡t③t ✇✐r❞ | z+ − z− |✱ ❛❧s♦ ❞❡r ❞r✐tt❡ ❋❛❦t♦r ✐♠ ◆❡♥♥❡r ❞❡s ❡rst❡♥ ❇r✉❝❤s✱ q✉❛❞r✐❡rt

✉♥❞ ✉♥t❡r ❞✐❡ ❲✉r③❡❧ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ■♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇✐r❞ | z+ − z− |2 ✐♠ ◆❡♥♥❡r

❞❡s ❡rst❡♥ ❇r✉❝❤s ❣❡❦ür③t ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞❡r ❙✉❜tr❛❤❡♥❞ ✉♥❞ ▼✐♥✉❡♥❞ ✐♠

◆❡♥♥❡r ❞❡s ❡rst❡♥ ❇r✉❝❤s ❛✉s♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ✉♥❞ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t✿

F ′(x) =
4 + γ · (z+ + z−)

2 ·
√

[|z+−z−|2−(z++z−−2z)2]·|z+−z−|2
|z+−z−|2

+
γ · (2z − z+ − z−)

4 ·
√

(z− − z) · (z − z+)

=
4 + γ · (z+ + z−)

2 ·
√

| z+ − z− |2 − (z+ + z− − 2z)2
+

γ · (2z − z+ − z−)

4 ·
√

(z− − z) · (z − z+)

=
4 + γ · (z+ + z−)

2 ·
√

(z2+ − 2z+z− + z2−)− (z2+ + z+z− − 2zz+ + z−z+ + z2− − 2zz− − 2zz+ − 2zz− + 4z2)

+
γ · (2z − z+ − z−)

4 ·
√

(z− − z) · (z − z+)

=
4 + γ (z+ + z−)

2 ·
√

−4z+z− + 4zz+ + 4zz− − 4z2
+

γ · (2z − z+ − z−)

4 ·
√

(z− − z) · (z − z+)

■♠ ◆❡♥♥❡r ❞❡s ❡rst❡♥ ❇r✉❝❤s ✇✐r❞ ❞✐❡ 4 ❛✉s❣❡❦❧❛♠♠❡rt✱ ❞❛♠✐t ❢❛❦t♦r✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

❉❛❞✉r❝❤ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❇rü❝❤❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❇r✉❝❤str✐❝❤ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✉r❝❤

❆✉✢ös❡♥ ❞❡r ❑❧❛♠♠❡r♥ ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞❡♥

■♥t❡❣r❛♥❞❡♥ ❛❧s ❆❜❧❡✐t✉♥❣✳

✷✺



F ′(x) =
4 + γ (z+ + z−)

2 ·
√

4 · (z− − z) (z − z+)
+

γ · (2z − z+ − z−)

4 ·
√

(z− − z) · (z − z+)

=
4 + γ (z+ + z−) + γ · (2z − z+ − z−)

4 ·
√

(z− − z) · (z − z+)

=
4 + γz+ + γz− + γ2z − γz+ − γz−

4 ·
√

(z− − z) · (z − z+)

=
4 + γ · 2z

4 ·
√

(z− − z) · (z − z+)

=
1 + γ

2
· z

√

(z− − z) · (z − z+)

✷✻



✻ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

✶ ❘❛✉♠③❡✐t✲❑rü♠♠✉♥❣ ❞❡r ❊r❞❡ ❬s❝✐♥♥❡①①✲❲✐ss❡♥s♠❛❣❛③✐♥ ✷✵✶✾❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✷ ▲✐❝❤t❛❜❧❡♥❦✉♥❣ ✐♠ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❢❡❧❞ ❞❡r ❙♦♥♥❡ ❬❊✐♥st❡✐♥ ❖♥❧✐♥❡✱ ❱❡r❜♦✲

❣❡♥❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ✷✵✶✵❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✸ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❧✐♥s❡♥❡✛❡❦t ❬❉▲❘ ✷✵✶✶❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✹ ❊✐♥st❡✐♥✲❑r❡✉③✱ ✈❡r✉rs❛❝❤t ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❧✐♥s❡♥❡✛❡❦t ❬❊✐♥st❡✐♥

❖♥❧✐♥❡✱ ❱❡r❜♦❣❡♥❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥ ✷✵✶✵❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✺ ❊✐♥st❡✐♥✲❘✐♥❣✱ ✈❡r✉rs❛❝❤t ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❧✐♥s❡♥❡✛❡❦t ❬❋✐s❝❤❡r

✷✵✶✻✱ ❙✳ ✽✵❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✻ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣ ❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✷✶❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✼ ●❡③❡✐t❡♥❡✛❡❦t ❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✷✷❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✽ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❱✐❡r❡r✲❚❡♥s♦r ❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✸✽❪ ✳ ✳ ✶✶

✾ ❩❡✐t❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡r ❘❛❦❡t❡ ③✉ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❩❡✐t♣✉♥❦t❡♥

❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✺✵❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✵ ❘♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ▼❡r❦✉r ✉♠ ❞✐❡ ❙♦♥♥❡✳ ■♥ ❜❧❛✉ ✐st ❞❛s P❡r✐❤❡❧ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥

❇❛❤♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛ ❞❛s P❡r✐❤❡❧ ♥✐❝❤t ♦rts❢❡st ✐st✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ❛✉❝❤ ✈♦♥

❞❡r P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣✳ ❬●❛ÿ♥❡r ✉♥❞ ❏✳ ▼ü❧❧❡r ✷✵✷✷✱ ❙✳ ✷✻✸❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✶ P❡r✐❤❡❧❞r❡❤✉♥❣ ❞❡s ▼❡r❦✉r ❬✈❣❧✳ ❋❧✐❡ÿ❜❛❝❤ ✷✵✶✻✱ ❙✳ ✶✺✸❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✼



✼ ▲✐t❡r❛t✉r

❇❛rt❡❧♠❛♥♥✱ ▼❛tt❤✐❛s ✉♥❞ ❆♥❞r❡❛s ▼ü❧❧❡r✳ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✲❏❡♥s❡✐ts ✈♦♥ ❊✐♥st❡✐♥s ❚❤❡♦✲

r✐❡✳ ✐♥✿ ❙t❡r♥❡ ✉♥❞ ❲❡❧tr❛✉♠✱ ❆✉s❣❛❜❡ ✈♦♥ ❆♣r✐❧✱ ✷✵✷✷✳

❇r♦♥st❡✐♥✱ ■❧❥❛ ◆ ✉✳ ❛✳ ❚❛s❝❤❡♥❜✉❝❤ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✳ ✺✳ ❆✉✢❛❣❡✳ ❚❤✉♥ ✉♥❞ ❋r❛♥❦❢✉rt

❛♠ ▼❛✐♥✿ ❍❛rr✐ ❉❡✉ts❝❤✱ ✷✵✵✶✳ ✐s❜♥✿ ✸✲✽✶✼✶✲✷✵✵✺✲✷✳

❋✐s❝❤❡r✱ ❑✉rt✳ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❲♦rt❡♥✲❊✐♥ ❊✐♥st✐❡❣ ♦❤♥❡ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡

▼❛t❤❡♠❛t✐❦✳ ✶✳ ❆✉✢❛❣❡✳ ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✿ ❙♣r✐♥❣❡r ❙♣❡❦tr✉♠✱ ✷✵✶✻✳ ✐s❜♥✿ ✾✼✽✸✻✻✷✹✻✾✻✺✶✳

❋❧✐❡ÿ❜❛❝❤✱ ❚♦rst❡♥✳ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡✳ ✼✳ ❆✉✢❛❣❡✳ ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✿ ❙♣r✐♥✲

❣❡r ❙♣❡❦tr✉♠✱ ✷✵✶✻✳ ✐s❜♥✿ ✾✼✽✸✻✻✷✺✸✶✵✺✶✳

●❛ÿ♥❡r✱ ❏♦s❡❢ ✉♥❞ ❏ör♥ ▼ü❧❧❡r✳ ❑ö♥♥❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❲❡❧t ✈❡rst❡❤❡♥❄ ▼❡✐❧❡♥st❡✐♥❡ ❞❡r P❤②✲

s✐❦ ✈♦♥ ❆r✐st♦t❡❧❡s ❜✐s ③✉r ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡✳ ✺✳ ❆✉✢❛❣❡✳ ❋r❛♥❦❢✉rt ❛♠ ▼❛✐♥✿ ❙✳ ❋✐s❝❤❡r✱

✷✵✷✷✳ ✐s❜♥✿ ✾✼✽✸✶✵✸✾✼✹✽✶✷✳

❘♦tt♠❛♥♥✱ ❑❛r❧✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❋♦r♠❡❧s❛♠♠❧✉♥❣✳ ✹✳ ❆✉✢❛❣❡✳ ▼❛♥♥❤❡✐♠✿ ❲✐ss❡♥✲

s❝❤❛❢ts✈❡r❧❛❣✱ ✶✾✾✸✳ ✐s❜♥✿ ✸✹✶✶✼✵✶✸✹❳✳

✷✽



✽ ◗✉❡❧❧❡♥

❉▲❘✳❲❛s s✐♥❞ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❧✐♥s❡♥❄ ✷✵✶✶✳ ✉r❧✿ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❞❧r✳❞❡✴♥❡①t✴❞❡s❦t♦♣❞❡❢❛✉❧t✳

❛s♣①✴t❛❜✐❞✲✻✺✼✵✴✶✵✼✽✻❴r❡❛❞✲✷✹✸✺✵✴✳ ❙t❛♥❞✿ ✷✺✳✶✵✳✷✵✷✸✳

❊✐♥st❡✐♥ ❖♥❧✐♥❡✱ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣✳ ❑❛❜✐♥❡✱ ❙❝❤✇❡r❦r❛❢t ✉♥❞ ❘❛❦❡t❡✿ ❉❛s ➘q✉✐✈❛❧❡♥③✲

♣r✐♥③✐♣✳ ✷✵✶✶✳ ✉r❧✿ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❡✐♥st❡✐♥✲♦♥❧✐♥❡✳✐♥❢♦✴s♣♦t❧✐❣❤t✴❛❡q✉✐✈❛❧❡♥③♣r✐♥③✐♣✴✳

❙t❛♥❞✿ ✷✺✳✶✵✳✷✵✷✸✳

❊✐♥st❡✐♥ ❖♥❧✐♥❡✱ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✳ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✿ ❱♦♠ ❋❛❤rst✉❤❧ ③✉r ❘❛✉♠③❡✐t❦rü♠♠✉♥❣✳

✷✵✶✵✳ ✉r❧✿ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❡✐♥st❡✐♥✲♦♥❧✐♥❡✳✐♥❢♦✴s♣♦t❧✐❣❤t✴❢❛❤rst✉❤❧❦r✉❡♠♠✉♥❣✴✳

❙t❛♥❞✿ ✷✺✳✶✵✳✷✵✷✸✳

❊✐♥st❡✐♥ ❖♥❧✐♥❡✱ ▲✐❝❤t❛❜❧❡♥❦✉♥❣ ❞✉r❝❤ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✳ ▲✐❝❤t❛❜❧❡♥❦✉♥❣ ❞✉r❝❤ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✳

✷✵✶✵✳ ✉r❧✿ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❡✐♥st❡✐♥✲♦♥❧✐♥❡✳✐♥❢♦✴s♣♦t❧✐❣❤t✴❧✐❝❤t❛❜❧❡♥❦✉♥❣✴✳

❙t❛♥❞✿ ✷✺✳✶✵✳✷✵✷✸✳

❊✐♥st❡✐♥ ❖♥❧✐♥❡✱ ❱❡r❜♦❣❡♥❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥✳ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡✴ ❊✐♥st❡✐❣❡r✲

❚♦✉r ❚❡✐❧ ✹✿ ❱❡r❜♦❣❡♥❡ ▲✐❝❤tstr❛❤❧❡♥✳ ✷✵✶✵✳ ✉r❧✿ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❡✐♥st❡✐♥✲♦♥❧✐♥❡✳

✐♥❢♦✴❧✐❝❤tstr❛❤❧❡♥✴✳ ❙t❛♥❞✿ ✷✺✳✶✵✳✷✵✷✸✳
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